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洛书结构的数学审计与算子接口

王建明

2026年 10 月 12 日

摘要

本文将洛书研究组织为可复算的数学审计与算子接口整理。正面主张是： 数字标号的分类
与几何算子的作用需要分别定义，二者通过明确读出、压缩及误差算子连接。三阶幻方分类
为已有成果，本文给出自足重证；在指定整数、零和、互异及最小幅值条件下，正常洛书只
有一个 D4 轨道。双三态整数读出模型内，最小互异范围要求系数绝对值为 3、1。

在固定的二维 8 线、三维 49 线实网格上，集中比较幻线求和、中点差分、标量势梯度和边
流散度的核。实数域三维全线零和核为零， 中点核为四维仿射场；模 3 时两种方程相同，核
均为四维。给定洛书及配套整数读出， 有限域商投影可将 27 个状态三对一复现九宫，但不自
动选择洛书。坐标复制满足精确 Galerkin 恒等式 TTL3T = 5L2；商投影闭合缺陷秩 7，欧氏

算子范数为 √(175 +
√
29977)/27 ≈ 3.590825，并给出隐藏通道的条件性误差界。 432个仿射

双射和 512 种正常层堆叠分别完整枚举。
八卦、五行和干支配置是传统文献输入（H），不是数学分类推出的字典。傅里叶、振动

及附录紧束缚结果依赖显式模型选择（M）， 同条件的非洛书对照用于辨别专属性。全文不
拟合观测数据，仍包含模型选择及目标构造；独立选择洛书、隐藏通道可控消去及传统拓扑
的物理作用量保留为开放问题（O）。本文交付可比较、可压缩、可检验的有限算子对象， 不
把其数学一致性等同于自然界或基本粒子对应的证据。
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1 问题、范围与研究纪律

洛书包含一个可完全求解的有限组合核心，也被用于多种传统象数配置和现代模型。研究这些
联系，需要区别五种对象：格点位置、数字标号、卦象或干支标签、状态变量， 以及作用于状态
的算子。对象之间有双射不等于其运算同构，静态约束也不等于时间演化。

本文采用以下证据分层：T 表示附证明的数学结果；E 表示明确有限范围的完整枚举或数值
核查；H 表示有文献依据的传统配置；M 表示为研究目的明确选择的模型；O 表示尚未推出或
未确定的问题；N 表示在指定假设下不成立的候选命题。 E 中的浮点核查不替代无限域证明， H
不替代物理证据，M 不自动具有唯一性。混合标签按依赖关系理解： H 或 M 提供配置与模型前
提，T 说明在这些前提下证明的结论； T 不把前提升级为自然定律， 也不表示已经获得全文无误
保证。摘要、表头、图注和单独摘引的结论均应保留决定结论的前提。

研究范围包括整数和实数三阶幻方、最小三态原型、二元卦象编码、十与十二计数器、三阶
三维网格、实数线性投影与有限域商投影， 以及有限算子模型。它不包括对全部术数学派、全部
高阶幻方、所有晶体或基本相互作用的穷尽分类。“完整”指所列定义下的通解、枚举域及投影
信息量完整，不能解释为一切可能关联均已穷尽。

三阶幻方构造及计数已有专门研究 [1, 2, 3, 4]；文献 [4] 的弱幻方口径与本文九项互异要求不
同。本文使用这些文献定位已有成果， 并给出自足证明；独立重算不构成首创性声明。本文对前
期洛书论证 [12]作修订，并与晶胞统一框架的公开记录 [13] 及作者提供的同题研究稿核对接口；
不将同一作者路线的重算称为独立第三方验证。传统部分使用《说卦》《系辞》及后世象数文献
[5, 6, 7, 8]，不依据图名相同就断言历史因果关系。

本文的集中交付包括： §6.2a 的约束空间分类表； §7.1b与 §7.3 的精确压缩、缺陷谱及条件性
误差控制；命题 2、8 的有限枚举。它们将“是否能作标号约束”与“是否能作动力学算子”分
开检验。静态等和存在障碍， 不妨碍在明确模型中使用共线图拉普拉斯。本文不对这些整理作未
经文献查证的首创性声明。
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1.1 三态的运算类型与跨域读出

本文的实坐标三态 E = {__1, 0, 1} 属于实数空间，平移可写成 {0, 1, 2}；使用普通加法、实直线
与欧氏距离。有限域 F3 = ℤ/3ℤ使用模 3运算，可选 0、1、2或 __1、0、1作代表元。符号集合
相似不决定代数规则：在实数中 1 + 2 = 3，在 F3 中 1 + 2 = 0；将实坐标平移 1 并不自动把实
几何改成有限域几何。

第 7.1a节依次使用三种运算： π及数字分量在 F3 上定义；将分量取 0、1、2代表值后，N =
1 + 3U + v 以普通整数运算读出； Pπ = C/3 则是 ℝ27 到 ℝ9 的实线性平均。最后一步不能在 F3
中执行，因为 3 = 0 没有乘法逆元。全文的实数秩、有限域秩、整数读数及几何直线均按对应类
型解释。

2 洛书的完整线性结构

2.1 定义与中心定理

定义 1。三阶实数幻方 X 是 3 × 3 实矩阵，三行、三列及两条主对角线的和同为 S。整数幻方要
求各项为整数；正常幻方要求各项恰为 1 至 9 各一次。三阶零和矩阵要求上述八条线的和全部为
0。

定理 1（中心与互补， T）。任何三阶幻方中心 c 满足 S = 3c；关于中心相对的任意两格之和

为 2c。
证明。 四条经过中心的线之和为 4S，它们覆盖每个非中心格一次和中心四次。因此 4S =

3S + 3c，得 S = 3c。每条过中心线两端的和为 S __ c = 2c。证毕。

因此整数幻和被 3 整除，减去 c 即可将幻方中心化为零和矩阵。这里的“互补”是整数加法
关系，不先验等同于卦象、物质与反物质或电荷共轭。

2.2 通解、格与秩

定理 2（完整参数化， T）。全体三阶实数幻方为 X = cJ + M(a, b)，其中 J 为全 1 矩阵，且

M (1)

整数幻方恰对应 a, b, c 为整数。零和约束矩阵 A2 为 8 × 9 矩阵，在有理数或实数上秩 7。
证明。中心化后中心为 0。取首行前两项 a, b，第一行和为 0 给第三项-a-b；对心关系确定第

三行 a + b, __b, __a；第一列和为 0给中行首项-2a-b；中行末项为 2a + b。反向代入可验证全部八
个线和。参数可从矩阵直接读取， 故唯一。整数项与整数参数互相推出， 整数核为两个整系数基
矩阵的自由模。核维数 2，故 A2 秩为 9 __ 2 = 7。证毕。

完整整数幻方格的基可取 J、M(1, 0)、M(0, 1)。固定幻和后只剩二维仿射格。这与把四个带
符号符号当作四个自由生成元不同。

2.3 互异性与精确可行域

命题 1（互异判据， T）。 M 的九个值为 0及四对相反数， 四个幅值取 a、b、a + b、2a + b。九

值互异当且仅当这些幅值非零且绝对值两两不同；等价于下列八个式子均不为 0：

a, b, a + b, 2a + b, a __ b, 3a + b, a + 2b, 3a + 2b. (2)

证明。幅值为 0 导致与中心重合，两个幅值相等或相反导致重复。逐对列出四个幅值的差与
和，去掉比例相同的式子，即得上述八条排除直线。证毕。
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令 R = max(|a|, |b|, |a + b|, |2a + b|) ，则 X 的最小值为 c __ R，最大值为 c + R。非负整数幻
方要求 c ≥ R，正整数幻方要求 c ≥ R + 1。结合八条排除直线，可把整数幻方表示为多面锥中
的格点并去掉重合超平面；这是与计数文献 [1, 2, 3, 4] 衔接的自然入口，而不是新的物理公理。

2.4 最小性与正常唯一性

定理 3（指定零和条件下的最小阶， T）。要求方阵全部行、列及两条主对角线零和。在整数或任
意非平凡的无 2 挠阿贝尔群上， 1 × 1 及 2 × 2 只有零解，3 × 3 存在非零解。无 2 挠指 2g = 0 仅
在 g = 0 时成立。

证明。 1 阶显然。2 阶由行列零和必为 ( _tt _tt )，对角线要求 2t = 0，故 t = 0。在所选群中取
任一非零元素 g，M(g, __g) 非零且满足 3 阶所有约束；整数情形可取 g = 1。证毕。特征 2 时结
论改变，所以系数域是必要条件。

定理 4（最小幅值与唯一轨道，T/E）。九项互异的整数零和矩阵满足 R ≥ 4；R = 4 时恰有 8
个解，在 D4 作用下属于同一轨道。九项互异正整数幻方的最大项至少 9，达到 9 者正是正常洛

书的 8 个对称像。
证明。区间 [__R, R] 只有 2R + 1 个整数，九项互异要求 R ≥ 4。等号时值集必为-4至 4，且

|a|, |b| ≤ 4。在 81 组参数中按命题 1 及范围条件完整筛选，得到

(__3, 2), (__3, 4), (__1, __2), (__1, 4), (1, __4), (1, 2), (3, __4), (3, __2). (3)

各组加 5 后都使用 1 至 9。以下给出不依赖枚举的正常洛书分类证明。中心必为 5。如果 9 位
于角点，经旋转可放在左上角， 设右上角为 u；通解给中行首项 u __ 4、末行中项 u + 4。两者均
须在 1 至 9 之间，迫使 u = 5，与中心重复，矛盾。因此 9 只能在边中点。

旋转使 9 位于上中格，通解给矩阵 ( 11
4
2u
u

u
0

_

_
_ )。范围限制给 u在 1 至 5 之间；u = 1、3、

5 均导致重复，只有 u = 2 或 4 成立，二者互为左右反射。9 有四个边中点位置，故恰 8 个解且
只有一个 D4 轨道。对 1 至 9 全部 362880 个排列独立枚举也恰得 8 解，与解析证明相符。九个
互异正整数最大值至少 9，达到 9 必使用 1 至 9。证毕。

幻和 15 由总和 45 除以三行得到，中心 5 由定理 1 得到；所需最优化量是中心化幅值 R。旧
稿使用的另一目标函数予以撤回，详见第 11 节。

2.5 指定零和与最小化条件下的三态原型及整数读出

原题中的三个词需分开：“离散”在本节指整数状态；“守恒”特指全部行、列和两条主对角线零
和；“唯一”必须说明比较尺度与对称等价。定理 3 证明最小非零方阵阶数为 3，定理 4 证明九
项互异、幅值最小的整数解按 D4 等价唯一。它们共同保留原稿可成立的数学核心， 不推出任意
局部流守恒必然产生洛书。

仅固定 3 × 3 及八线零和时，M(a, b) 仍有无限多个整数解， 不能直接声称标号唯一。最小阶
与最小幅值是不同优化问题；九项互异不是零和条件自动附带的性质。

命题 1a（最小三态原型与双分量读出，T/E）。 非零整数零和 3 × 3 矩阵的最小幅值 R 为 1；
达到 R = 1 者恰四个，在 D4 下只有一个轨道。任选其中两个线性独立的矩阵 A、B，九格的有
序对 (Aij , Bij)恰遍历 {__1, 0, 1}2；读出 5J + 3A + B 给正常洛书。全部独立有序对恰 8 组，产
生全部 8 个正常洛书。

证明。非零整数矩阵的 R 至少 1。由通解及 |a|、|b|、|a+b|、|2a+b| 均不超过 1，非零参数只能
为 (0, 1)、(0, __1)、(1, __1)、(__1, 1)。旋转将这些解连成同一轨道。取 q = M(0, 1)、r = M(__1, 1)，
四解为 ±q、±r；直接列九格可验证 (q,r) 遍历全部九种三态有序对。独立对正是符号变化与交换
后的 q、r，共 4 × 2 = 8 组。整系数读出保持八线零和，加 5 后九个值为 1 至 9，故均为正常洛
书；定理 4 保证已覆盖全部。证毕。

在此双三态读出模型中， 若两个系数 α、β 也要求为整数，且九项互异及最小幅值 4，则
R = |α| + |β| = 4。系数都非零； 绝对值 (2, 2) 造成重复，因此只余 (3, 1) 或 (1, 3)。这里 M 层是



4

双分量线性读出、整数系数、互异性及最小范围等假设的选择， T 层是在这些假设下推出系数绝
对值为 3、1（允许符号与分量交换）。因此 3 : 1不是任意拟合参数，也不是脱离这些条件的普适
常数；该结果不使用观测数据拟合。它不恢复旧稿“一个单一状态固定读出九种值”的假设：新
构造的每格承载两个三态分量。

可据此将原稿核心严谨表述为：在指定直线零和条件下，非零整数方阵最小阶为 3；在三阶
整数零和场中，最小幅值三态原型按 D4 等价唯一，而两个独立最小原型的最小互异整数读出给
出正常洛书的唯一轨道。此处的“必然性”始终以所列状态、约束和最小化条件为前提。方阵几
何、两条主对角线、整数单位、互异性及最大绝对值 R 这个最小化尺度均是输入；本文尚未从
一般局部连续性方程或物理作用量推导这些输入。去掉最小幅值， M(1, 3) 就给出半径 5 的另一
互异零和阵；改用实数状态，非零解可任意缩小而无正的最小幅值。

3 对称、组合、编码与矩阵谱

3.1 D4 轨道与空间对称的区别

顺时针转 90°对参数的作用为 r(a, b) = (a + b, __2a __ b)，左右反射为 S(a, b) = (__a __ b, b)。它们
满足 r4 = S2 = 1 及 SrS = r__1。九项互异使任意非恒等格点对称都不能固定该标号，所以每个
正常洛书的稳定子只有恒等元，轨道大小 8。全体 8 解因而只有一个轨道。

单个数字洛书在正方形 D4 内没有非平凡空间对称；“存在八个对称像”不能写成“单个权重
晶胞具有 D4 点群”。转 180° 将 M 变成-M，故数值互补 X ↦ 2CJ __ X 已包含在 D4 作用中。

3.2 和 15组合与给定洛书的三进制分解

1 至 9 中互异三元组和 15恰有 8组：159、168、249、258、267、348、357、456。它们恰好对
应洛书八条线，给出“取三数凑 15”与井字棋连线的组合对应。枚举域为全部 84 个无序三元组，
结论不涉及物理量。

标准方位取 L 。逐项写 L __ 1 = 3Q + R，有

Q (4)

Q、R 每行每列都含 0、 1、2 且九个有序对互异，构成一对正交拉丁方。对本构造，两条对
角线的和也都为 3，因此 Q、R各自是允许重复值的三态幻方。令 q = Q __ 1、r = R __ 1，它们
各自八条线都和为 0，且 L = 5J + 3q + r。九个不同读数来自两个三态分量的联合读出，不是
一个三态变量单独产生九种值。以行列索引 i, j 属于 F3 ，可写 Q = j __ i + 1、R = 2(i + j)，取
0 至 2 代表值。线性部分行列式模 3非零，保证数字唯一。行列等和自动成立， 主对角线仍须另
验，不能把任意正交拉丁方叠加都称为幻方。

命题 2（仿射数字读出的完整计数， E）。固定 F23 位置网格和整数读出 N = 1 + 3u + U，其中
u、U取 0、1、2代表值；对全部可逆仿射变换 (u, U) = A(i, j) + b，共 432个变换中，恰 8个读
出为正常洛书，其余 424 个均不满足整数八线同和。

枚举范围与核查。 GL(2, 3) 第一列有 8 种非零向量，第二列有 6种不在其张成直线内的向量，
故可逆矩阵 48个；平移 b 有 9 个，总数 432。逐一检验行列式非零、代表值读出、九项互异和八
线和 15，接受数为 8；与定理 4 的全部 8 个正常数组逐一一致。完整程序与接受记录随稿提供。
此结论是指定有限构造族的穷举，不赋予变换物理概率，也不提供自动选择机制。

3.3 矩阵谱与二次不变量

令 u = (1, 0, __1)/
√
2、U = (1, __2, 1)/

√
6，则 Mu =

√
3(2a + b)U，MU = __

√
3bu。常值向量为

M 的零特征向量， J 在其方向乘 3 而在正交补为 0。因此
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det(λI __ x) = (λ __ 3c)(λ2 + 3b(2a + b)),
(5)

det x = 9cb(2a + b).

奇异值多重集为 3|c|、
√
3 |b|、

√
3 |2a + b|，且

lxl2F = 9c2 + 12a2 + 12ab + 6b2 . (6)

标准 L 的特征值为 15、±2i
√
6，行列式 360，平方和 285。空间旋转或镜像一般不是矩阵相

似变换，特征值不必在 D4 轨道内保持；这些谱也不是未定义物理哈密顿量的能谱。
若原矩阵及逐项平方矩阵都要求三阶幻方性质，平方矩阵中心为 c2、幻和须为 3c2。但一条

过中心线 c __ d, c, c + d 的平方和为 3c2 + 2d2，因此 d = 0。实数非恒定三阶二重幻方不存在。这
与“九个互异完全平方数本身是否能组成普通三阶幻方”不是同一个问题。

4 八卦对应：编码、方位与互补必须分层

4.1 传统卦象（H）与所采用的三位编码

《系辞》包含由两仪、四象到八卦的层级表述；《说卦》讨论卦象配对与方位； 后世象数图书进一
步将九宫与卦数联系 [5, 6]。这些材料证明传统中存在对应研究，不能单凭文本推出自然界遵循
某一现代动力方程。

本文采用从下爻到上爻、阳 1 阴 0 的编码：乾 111、坤 000、震 100、巽 011、坎 010、离 101、
艮 001、兑 110。编码集为 F32。逐爻取反为 b ↦ b + (1, 1, 1)，构成乾坤、震巽、坎离、艮兑四对
互补卦。

4.2 所采用后天配置（H）下的方位与配对核对

下表使用南上、北下、东左、西右的图示方向。卦位属于所采用的传统配置（H），下爻起、阳 1
阴 0 属于公开编码约定；表中的对应关系不是从幻方方程推导出的传统起源。固定这些输入后，
才进行互补与对心的数学核对。

方位（所选图式） 洛书数 卦名（H 配置） 编码（下爻起、阳 1）

北 1 坎 010
东北 8 艮 001
东 3 震 100
东南 4 巽 011
南 9 离 101
西南 2 坤 000
西 7 兑 110
西北 6 乾 111
中 5 无三爻卦专属对应 不适用

震、巽、离、乾、坎、艮的方向在《说卦》方位段 [5]有明文，兑居西见该段疏文；坤居西南在
本文由该段卦序与依次占据八方位的约定补足， 并非该段逐字写出。数字采用本文标准洛书， 亦
可对照后世九宫口诀 [6]。该表是所采用后天图式的形式化，不是从幻和约束独立推出卦名，也
不等于完成各图式的历史源流证明。

命题 3（后天对心不普遍等于逐爻互补， T/H）。四组对心数为 (1, 9)、(8, 2)、(3, 7)、(4, 6)，对
应坎离、艮坤、震兑、巽乾。仅坎离逐位互补，其余三对不满足逐爻取反。因此“洛书对和 10
就是后天八卦阴阳全反”不成立。

《说卦》的天地、山泽、雷风、水火配对，可与常用先天互补配置相接 [5]，但不能悄然替换
为后天方位。若只保留四组对心配对而不指定卦位，将其匹配到四组互补卦共有 4! × 24 = 384
种双射，说明配对结构不足以决定唯一卦数对应。
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4.3 运算与几何障碍

八个环周位置可以按顺序构成 C8；卦象按异或构成 C3
2。前者含阶 8 元素，后者所有非零元素阶

2，故二者不是群同构。八卦顶点的汉明立方图每点度 3，环周图每点度 2，也不是图同构。把两
者一一编号不会消除这些差异。八方位也不能直接解释为三维周期晶格的八重旋转：周期晶格
的旋转阶数受晶体学限制 [11]；这里的限制不讨论准晶或一般有限图案。

命题 4（立方八顶点不能直接线性投影成九宫外八格， T） 。不存在把 {±1}3 双射投到

{__1, 0, 1}2 去掉中心的线性映射。

证明。 目标关于原点对称，任何仿射双射的平移项也必须为 0。考虑投影第一坐标。目标第
一坐标的计数为-1、0、1各 3、2、3次。若线性式在八个顶点只取-1、0、1且达到 ±1，其系数
绝对值之和为 1；从全正号最大值翻转任一非零系数，所得仍须属于这三个值， 故每个非零系数
只能为 1 或 1/2。因此该坐标只能是一个符号坐标，或两个符号坐标的半和/半差；对应计数分别
为 4、0、4和 2、4、2，均与目标不符。证毕。

这不禁止非线性编码或使用整个 27 点网格；它限定的是“八卦三爻立方八顶点直接几何投
成洛书外八格”这一具体候选关系。

5 干支与五行：可计算的循环，不足以独定动力学

5.1 六十甲子的严格同步模型

十干及十二支顺序、六十甲子配表可由香港天文台资料核对 [7]。令 t 为整数步，干支状态为

gt = t (mod 10), ≈t = t (mod 12). (7)

定理 5（干支周期， T/H）。同步状态恰遍历 60个同奇偶配对，最小周期为 lcm(10, 12) = 60。
证明。两状态重复要求步差同时被 10 和 12 整除，最小正值 60。同余方程 t 三 g mod 10、

t 三 ≈ mod 12可解当且仅当 g 三 ≈ mod 2；120个形式配对中恰有 60个符合。证毕。

这是离散计时器的运动学定义：它没有给出真实时间单位、受力、能量或与天体运动的精确
参数关系。数学上也不能将 9 个洛书位置的双射直接扩充为 60 个物理状态而不增加变量。

如果额外引入每步前进一位的八位环周计数器， 与 60步干支钟联合周期为 120。反之， 不存
在把 C60 的生成元映到 C8 生成元的群同态， 因为 C8 中该像的阶须同时整除 60与 8，最大仅为
4。 120 是选定联合更新规则的结果，不是洛书预言的新周期。

5.2 所采用五行配置（H）与字典差异

将木、火、土、金、水按相生顺序编号 0 至 4，传统相生关系可记为 j ↦ j + 1，相克关系可记为
j ↦ j + 2，均在模 5 下计算。古籍中的关系陈述可参看《五行大义》卷二 [8]。这建立了两个有
向循环，但未定义相互作用强度。

采用甲乙木、丙丁火、戊己土、庚辛金、壬癸水及干的阴阳配对，可把十干状态编码为“五
类 × 二类”。这种集合分解不等于按干序更新就是五类与阴阳同时每步各加 1；具体更新必须写
清。一般 C5 × C2 与 C10 虽抽象同构，传统顺序和指定五行字典不必由所选同构保持。

河图生成数字字典见《易学启蒙通释》卷上 [6]：1、6水，2、7火，3、8木，4、9金，5、10
土；后天九宫字典常以 1坎水、 2坤土、3震木、4巽木、5 中土、6乾金、7兑金、8 艮土、9离
火配置。它们对同一数字的属性并不一致。后天九宫五行字典作为本文采用的通行配置输入， 其
各项归类尚未在本稿逐一完成源流考证；以下数学结论只在这一公开字典下成立。两套字典不
在推导中混用。
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5.3 为什么还没有唯一动力学

给定相生相克图， 可以选择离散置换、连续 Markov过程、振荡网络、非线性反应方程等许多演
化。举例令 P 为五循环置换矩阵， M 类模型

Y. = α(P __ I)Y + β(P2 __ I)Y, α, β ≥ 0 (8)

保持总和，非负初值保持非负。其傅里叶模本征值为 α(ζk __ 1) + β(ζ2k __ 1)，其中 ζ 为五次
单位根。当 α + β > 0 时，所有非常值模的实部严格为负，因为 k = 1 至 4 时 ζk 与 ζ2k 都不等
于 1，体现趋于均匀的循环混合； α = β = 0 则所有状态不变。纯置换更新则周期运行， 不耗散。
两者都可放在同一符号图上，却有不同动力学。

因此，现阶段能严格找到的是干支的同步周期、卦象的编码与置换、五行的关系图；“洛书唯
一决定这些体系的物理动力学”仍未成立。要研究真实动力学，还必须给出状态量、时间标度、
作用强度、外部驱动与可观测量。

6 三维晶胞：三种线条件的区别

6.1 三点直线与共线图

定义 2。 Ⅴd = {__1, 0, 1}d，取 d = 2 或 3。三点直线为 p __ U, p, p + U，其中 U 每个坐标属于
{__1, 0, 1}、不全为 0；U 与 __U 视为同一方向，且 U 非零的坐标上p 必须为 0。将同一直线内任意
两点连边，得简单共线图 Gd。

定理 6（直线与边数， T）。三点直线总数为 (5d __ 3d)/2；二维为 8 条、24 边，三维为 49 条、

147 边。
证明。方向有 k 个非零坐标时，坐标选择有组合数 C(d, k)，符号选择除去正反重复为 2k__1，

余下固定坐标各有 3 种，共 C(d, k)2k__13d__k 条。求和即公式。两点确定直线，同一无序点对不
会属于不同三点直线；每条线贡献 3 边。证毕。

三维 49 条分为 27 条轴向、18 条面对角线、4 条体对角线。这里 a + c = 2b 首先是位置向量
的几何恒等式：a、c 为端点，b 为中点。它本身不是能量守恒，也不是数字标号的等和条件。

图 1: 指定实坐标网格的共线图（T）。二维 8 线、三维 49 线；颜色表示图度数。这是欧氏几何枚举，不
是 F3 全部仿射直线，也不指定能量或时间演化。
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6.2 全线等和与全线中点约束的不同解空间

定义 S3 为 49 × 27 直线求和矩阵，每行在三点上系数均为 1；定义 D3 为中点差分矩阵，每行端
点、中点、端点的系数为 1、__2、1。两者不能互换。

定理 7（全线等和只允许常值标号， T/E）。三阶立方上若 49 条线均具有共同和 S，则每个点

标号为 S/3。等价地 kerS3 = {0} ，S3 秩 27。

证明。减去 S/3后可设共同和为 0。每个轴平行 3 × 3 截面含行、列、双对角线条件， 故是定
理 2 的零和矩阵，其中心必为 0。三个中心坐标面内的边中点都是其他截面的中心， 因此也为 0。
一个零和 3 × 3 矩阵若中行及中列全为 0，参数式强制 a = b = 0；故三个中心坐标面都为 0。再
取 ≈ = __1 及 ≈ = 1 两个外层面，它们的中行和中列分别位于上述中心坐标面，因而全零，同理
两个外层面都为 0。证毕。

此证明实际只需 27 条轴线与 18 条面对角线；体对角条件冗余。它比“1 至 27 互异的三阶完
美幻立方不存在”更强，但只针对本文明确的全截面双对角线定义， 不套用于文献中不同的“完
美”术语。

定理 8（中点约束是仿射场，T/E）。在二维或三维 Ⅴd 上，对所有三点直线要求 f(p __ U) __

2f(p) + f(p + U) = 0，则 f 为仿射函数。二维解空间维数 3，三维维数 4；D2 秩 6，D3 秩 23。

证明。轴向二阶差分为 0 使 f 对每个坐标分别为一次函数，故三维时可展开为 1、工、y、≈、
xy、xz、yz、xyz 的线性组合。固定第三坐标的两组面对角条件分别消去 xy项及其随第三坐标变
化的 xyz 项，其他面同理消去 xz、yz，最后只余 1、工、y、≈。仿射场显然满足所有中点式。二
维证明相同。证毕。

二维洛书中心化场一般不属于这一仿射核，三阶幻方的零和核维数 2 也不同于中点核维数 3。
因此实数域的几何中点约束与标量幻线求和不能混用；流守恒还需要定义在边上的变量。以下
统一登记各算子的定义域。

6.2a 约束空间的统一分类

定理 9（指定网格的约束空间分类，T/E）。 固定定义 2 的 Ⅴd 及其全部 8 条或 49 条欧氏三点线，
以 K = R 或 F3 为系数域。令 Sd 为三点求和，Dd 为中点差分；任选边方向，Bd 为顶点—边关

联矩阵，Gd = BTd 为势梯度。各齐次核的维数如下。表头“二维、三维”指网格维度，标量场空
间分别为 K9 、K27，边流空间分别为 K24 、K147 ；F3 列仍使用同一组欧氏线，不改成全部有限

域仿射直线。

结构与齐次算子 二维 / R 三维 / R 二维 /F3 三维 /F3

几何位置恒等式 a + c = 2b 不约束标号 不约束标号 不约束标号 不约束标号
标量线和 Sdf = 0 2 0 3 4
标量中点 Ddf = 0 3 4 3 4
势梯度 BTdf = 0 1 1 1 1
边流散度 Bdj = 0 16 121 16 121
图拉普拉斯 BdBTd f = 0 1 1 4（E） 8（E）

证明与计算证书。实数 S2 由定理 2，S3 由定理 7，D2、D3 由定理 8 给出。F3 中 __2 = 1，故
Sd = Dd ，仿射场证明仍成立，维数为 d + 1。Gdf = 0 使每条边端点值相同，连通性强制常值，
在两域均核维 1。Bd 的列和为 0 且任一生成树的约化关联矩阵行列式为 ±1，故两域均秩 " __ 1；
边流核维 m __ " + 1，分别 16、 121。实数图拉普拉斯的能量恒等式使其核为常值。最后一行的
F3 秩由精确模 3 消元得 5、19，核维 4、8，记为 E；整数矩阵及复算程序随稿提供。证毕。

几何关系本身没有指定标量场方程， 因此第一行不能伪造“几何核”。各核并非一概互异，也
不存在覆盖表中所有结构的一般正交结论： F3 上 S 与 D 完全相同；实数二维零和核与仿射中点
核正交，因为行列和为零使该场对 1、工、y 的欧氏内积均为 0；这只是指定算子的结论， 不能推
广为几何与数字的一般正交性。有限域中的 BBT 也不能用实数正定性替代， 连通性不排除表中
额外零模。此分类排除的是把不同类型的约束未经定义直接等同； 它不否定另加能量、驱动或公
设后研究洛书模型。
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6.3 三十一线正常幻立方的一个明确构造

只要求 27 条轴向线与 4 条体对角线等和，可以构造真正使用 1 至 27 各一次的正常幻立方。令
β(t) 是 t 模 3 的平衡代表值 一1、0、1，定义

C(工, y, ≈) = 14 + 9β(工 + y + ≈) + 3β(工 + y 一 ≈) + β(工 一 y + ≈). (9)

命题 5（构造可行， T/E）。 C 恰取 1 至 27，各轴线及体对角线和为 42。
证明。三个线性式的系数矩阵行列式为 一4，模 3 非零，故其三个平衡三进制数字遍历全部

27 个三元组，组合恰给 一13 至 13。沿任一坐标轴，各线性式系数都非零， 平衡代表遍历 一1、0、
1，和为 0。体对角线经过原点， β 为奇函数，端点互补、中心 14，故线和 42。证毕。

本构造只作 31 线定义的明确实例，不宣称是唯一幻立方；也不以相同顶点数将它与 L27 几
何图混为同一标号模型。

6.4 实坐标平移与有限域状态：两种三态运算

三层正常数字洛书的标号模型与三态坐标晶胞是不同构造。作者提供的同题统一框架研究稿（公
开路线记录见 [13]，版本差异见数据声明）采用 {0, 1, 2}3 及端点加和等于中点两倍的几何条件；
不应以第 7.2 节的数字平均判别否定该几何构造。当两者都作为实坐标时，{0, 1, 2} 与 {一1, 0, +1}
逐坐标相差 1，是等价的平移约定；采用模 3 运算是另一个建模步骤，不能仅依据坐标符号判定。

命题 5a（三态几何接口， T/E）。设 A、B、C 依次为任一三点直线的端点、中点、端点， 则
A + C = 2B。平移坐标后该式保持；任一实仿射读出 f 也满足 f(A) + f(C) = 2f(B)，等价于
相对该线中点的三项偏差之和为 0。全部 49 条线均成立，包括面对角与体对角。

这里三点坐标或仿射读出的总和为 3 倍的局部中点值，通常随直线变化，并非所有直线具有
同一个全局总和。三维对接成立的内容是几何中点结构，不能把“局部偏差零和”写成“全 49
线原始数字同和”。这与定理 7 没有矛盾。

命题 5b（模 3 与实数的区别，T/E）。若状态值在 F3 中运算，一2 = 1，因此端点—中点差分
式与三点和为 0 是同一个方程。49 线求和矩阵在 F3 上秩 23、核维数 4；其解恰为 f(工, y, ≈) =
c + “工 + βy + ~≈（模 3），共有 34 = 81 个标量场。实数上的同一求和矩阵秩 27，不能将该常值
性结论套到模 3 状态上。

证明。轴向三点约束使函数对每个坐标分别为一次函数，展开为多仿射多项式；两方向的面
对角中点约束消去交叉项，过程与定理 8 一致，系数 2 在 F3 中可逆。剩余四个仿射系数任取，
故核维数 4，秩 23。证毕。

同样要区别实几何与有限域几何：{一1, 0, 1}3 嵌入实空间有 49 条三点直线，而 F33 有 117 条
仿射直线，后者包含模 3 回绕的额外直线。只写“三态”并不足以决定采用哪种邻接。

第 3.2 节的双三态数字分解也给出精确编码接口：九个 (q,r)组合加一个独立三态 S，构成 27
个内部状态，读出 L = 5 + 3q + r。但数字编码到 (q,r) 的置换并不保持原洛书格点的全部实共线
关系：八条线中仅四条映成实共线三点组。因此“数字编码接口”与“保持欧氏共线图的几何接
口”须分别声明。

7 二维—三维投影与后续晶胞接口

7.1 切片、求和与平均

对三维标量场 f 定义中层截面 R≈ f(工, y) = f(工, y, 0)，求和投影 Σ≈ f = Σ≈ f，平均投影 P≈ f =
(1/3) Σ≈ f。这三种运算不同。 一般 P≈ 的秩为 9、核维数 18；单张二维图丢失 18 个自由度。

定理 10（等和轴投影的障碍，T）。若每条竖向三点线都和为 S，则 Σ≈f = SJ、P≈f = (S/3)J，

不能得到非恒定洛书。
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证明直接来自逐列定义。第 6.3 节正常幻立方平均投影因此全为 14。要保留洛书图样，可以
选择截面、非均匀深度权重或另一种内部可观测量，但必须明确增加的读出规则， 不能称作普通
求和投影。

若只指定 P≈ f = L，则所有解为 f(工, y, ≈) = L(工, y) + η(工, y, ≈)，其中 Σ≈ η = 0；18 维自由

度表明二维洛书不能唯一重建三维标量晶胞。即使三个正交平均投影全已知， 联合秩也只有 19、
共同核维数 8；这是零均值二维因子在三个方向上的张量积形成的不可见子空间。

7.1a 给定洛书的有限域商投影与配套整数读出

命题 5C（给定洛书的商压缩复现，T/E；投影与读出为构造输入）。给定标准洛书L，选择Ⅴ = F33 并
以 {0, 1, 2}3表示状态，按模 3 定义 π(工, y, ≈) = (i, j) = ((工__≈ +1) mod 3, (y__≈ +1) mod 3)。该映
射的线性部分在 F3 上秩 2，核由 (1, 1, 1) 生成；每个二维位置恰有三个原像 (i__ 1 + k, j __ 1 + k, k)，
k = 0, 1, 2，坐标均取模 3。故它把 27 个状态精确压缩为 9 个位置。

选取与已知 L 的数字分解相容的分量 u = (y __工 + 1) mod 3、U = (2(工 +y +≈) + 1) mod 3。先
取 0、1、2 代表值，再以普通整数算术读出N = 1+3u+U；若将这一步也按模 3计算，则 3u 消失，
不能给出 1 至 9 九个不同读数。同一纤维上的 N 相同；在目标位置 (i,j)，u = (j __ i + 1) mod 3、
U = 2(i + j) mod 3，所得二维数组精确为 ，八线和均为 15。九个数字各出现一次，每个
数字恰由三个三维状态压缩得到。该中心对齐约定使三维中心 (1, 1, 1) 投到二维中心 (1, 1)，读
出为 5；中层 ≈ = 1 恰为标准洛书，整体读出还满足 N(工, y, ≈) + N(2 __ 工, 2 __ y, 2 __ ≈) = 10。

证明。加上 (k,k,k)不改变 π , 也不改变 u、U 的模 3值；给定 (i,j) 时三种 k 给出全部原像。目
标二维到 (u,v) 的系数矩阵行列式为 __4，模 3 非零，故九个数字组合各异。代入九个位置得上述
洛书，或直接使用第 3.2 节 Q、R 分解验证八线同和。证毕。

还可保留第三个三态 S = ≈ , 完整编码 K = 1 + 9S + 3u + U 恰覆盖 1 至 27；压缩为 N =
1 + ((K __ 1) mod 9)，清楚显示丢失了哪一个三态信息。这里 K 只是完整数字编码，不宣称其在
原实空间 49 线同和。

对任意实值三维标量场 f，以 C 表示九个纤维的 0/1 归属矩阵。以下矩阵运算在实数域进行：
Pπ = C/3、Tπ = CT 满足 CCT = 3I9 及 PπTπ = I9。虽然纤维标签由 F3 商定义，这个平均算子
不是有限域中的除以 3。Pπ 秩 9、核维数 18；对上述纤维恒定场 N，PπN 恰为洛书。这是具体
的线性场压缩算子，不要求每个原坐标层都是正常洛书，也不属于第 7.2 节的三层平均假设。

给定标准洛书，上述选择证明了有限域商投影配合指定整数读出可以压缩复现它；商投影本
身没有自动选择洛书。运算边界是： π 为中心对齐的有限域仿射商投影， 九个纤维中只有一个是
原有限实立方中的直线，其余含模 3 回绕。因而它与不带回绕的欧氏正交投影有不同几何含义。
本次构造先有已知洛书及其 Q、R 数字分解，再选择 π 与 N 使之相容；它没有进行盲预测或事
前注册。规则现已公开，故可复算，但这不把针对目标的构造变成独立发现。更直接地，对任
意九宫数组 g，都可取 f = Tπg 而得到 Pπf = g。即使要求中心 5 及反演互补 10，逐行排列的

也可用同一个 π 压缩得到，它却不是幻方。因此商投影、中心对齐与互补仍不足以选择

洛书。
后续算子接口也需使用这一新Pπ：令 Uπ = CT/

√
3，则有效拉普拉斯为 UTπL3Uπ = CL3CT/3。

对原 49 线实共线图，其九节点压缩图是完全图，边权为 1 或 7/3，并非 (5/3)L2。第 7.3 节的 5
倍恒等式专属于沿坐标复制的另一种投影；两者的精确矩阵均随包提供。新商投影也不自动闭
合动力学：PπL3 __ (CL3C

T/3)Pπ 的最大绝对项为 8/3；存在 Pπη = 0 而 PπL3η 非零的隐藏场，
反例随复算结果登记。

7.1b 闭合缺陷的精确谱与条件性误差界

命题 6（两种压缩的定量闭合缺陷，T/E）。所有矩阵运算及范数均在实数域， 顶点单位质量，使用
标准欧氏范数。对商归属矩阵 C、P = C/3、T = CT，令 Leff = CL3C

T/3，定义D = PL3 __LeffP。
则 D 的秩为 7，DDT 的 9 个本征值为

0（重数 2），2/3，74/27（重数 2），14/3（重数 2），(175 __
√
29977)/27，(175 +

√
29977)/27。
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因此 lDl2 = √(175 +
√
29977)/27 ≈ 3.590825，lDl2F = 256/9。D 为 9 × 27 矩阵，此处列出

的是平方奇异值，不能称 D 自身的本征谱。
精确核查。置整数矩阵 E = 3CL3 __ (CL3CT )C，则 D = E/9，且 ECT = 0。整数算法给出

EET 的特征多项式

x(λ) = λ2 (λ __ 54)(λ __ 222)2 (λ __ 378)2 (λ2 __ 1050λ + 5832)。

将其根除以 81 得上述谱，精确消元验证秩 7；程序检查特征多项式展开及矩阵恒等式， 浮点
值仅作为解析根的近似。这是固定有限矩阵的精确计算证书，不是实验误差估计。

同法对第 7.3 节的坐标平均缺陷 D≈ = P≈L3 __ (5/3)L2P≈ , 得到秩 8 及平方奇异值：

0，2/3，98/27，(20 ± 6
√
11)/9 各重数 2，(334 ± 4

√
4306)/27 各重数 1。于是 lD≈ l2 =

√(334 + 4
√
4306)/27 ≈ 4.700199，lD≈ l2F = 1024/27。其整数矩阵证书一并提供。两种范数只

在相同的欧氏输入输出归一化下比较；使用 UT 而非 P 作读出，数值会相差
√

3。

.
模型内推论（M/T）。对指定扩散方程 f. = __ĥL3 f (ĥ > 0），设 g = Pf，η = (I __ TP)f，令

= __ĥLeff 且 (0) = g(0)。由 DT = 0 得 g. = __ĥLeffg __ ĥDη；有效半群收缩，故

lg(t) __ (t)l2 ≤ ĥlDl2 lη(s)l2ds。

这给出隐藏通道幅值与投影误差的定量接口；未另行控制 η 时，并不保证误差小。特别是
η(0) = 0 通常不保证 η(t) = 0，除非复制子空间对 L3 不变或模型另加约束。此条件性结果没有
解决第 12.2 节的物理消去问题。

7.2 三层正常数字洛书的等权平均判别

作者前期计算档案（见数据声明）中的 L27层叠模型使用L、转 90°L、转 180°L 三个层。每层是
正常洛书不意味着三维轴线全等和。其平均投影为 (10J+ 转 90°L)/3，是缩放平移后的幻方， 但
不是使用 1 至 9 的正常洛书。

本节仅研究每层使用 1 至 9 各一次、等权平均仍使用 1 至 9 各一次的条件；不声称完成所有
三态晶胞、守恒式或投影的分类。

命题 7（正常数字平均的层相同性，T/E）。三层各取正常洛书 8 种对称像之一时，等权平均

仍为正常洛书，当且仅当三层完全相同。

证明。每层 Frobenius范数平方 285。若平均也正常，其平方范数也为 285；严格凸性给

左边为 0，故三层相等。充分性显然。完整枚举 83 = 512 种堆叠，恰 8 种满足正常投影。证
毕。

命题 8（512 种正常层堆叠的线条件计数， E）。对 83 = 512 种正常层堆叠，全部 27 条轴向线
和为 15 者 0 种，全部 18 条面对角线和为 15 者 8 种，四条体对角线都和为 15 者 64 种，全 49 线
同和者 0 种。这些计数各自独立，不表示互斥分类。逐一遍历三个层各 8 种选择，按 27/18/4条
线分别求和，并检验平均是否为正常洛书；完整枚举恰覆盖 512 个有序堆叠，正常平均为 8 种。
程序同时登记几何线类及接受数量。

轴向等和条件不可能满足，可由简单奇偶论证证明：每层正常洛书的四角都为偶数，竖向角
列的三项之和为偶数，故不可能等于层内幻和 15。另一方面，三层放同一 L 时，每条体对角线
沿一条二维主对角线取数，所以四条体对角线均和为 15；竖向线的和却为 3Lij，随位置变化。因
此“每层 1 至 9 必然使体对角线失败”并不成立，正确结论是无法同时满足全部三维等和条件。
改用三态坐标中点条件则是第 6.4 节的另一种有效接口。
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图 2: 指定三维标号模型的普通轴平均（M/T）。正常层旋转堆叠得到缩放后的幻方， 31线正常幻立方得到
常值 14；本图不展示第 7.1a 节的有限域商构造，也不表示三维结构自然选出洛书。

7.3 图拉普拉斯的精确压缩

以 L2、L3 表示第 6.1节共线图的无权组合拉普拉斯。令 T把二维场复制到三层，即 (Tg)(工, y, ≈) =
g(工, y)，P = TT /3 为平均投影。

定理 11（Galerkin 接口，T/E）。

TTL3T = 5L2 , UTL3U L2 , U = T (11)

证明。竖向边对复制场的差为 0。每条二维三点线产生三条固定高度的三维线及两条倾斜高度
线；每条二维边恰有 5 条三维边投到它上面。故对任意 g，三维边差能量 (Tg)TL3 (Tg) = 5gTL2g，
对所有 g 成立即矩阵恒等式。 U 的式子由归一化得到。证毕。

这是真正可交付给后续晶胞研究的算子接口，但不是自主动力学降维：一般 PL3 不等于
(5/3)L2P ，三维隐变量会反馈二维场。对本文精确矩阵，二者差的最大绝对项为 32/9，完整
平方奇异值谱及范数见命题 6。只有另加层锁定、闭合假设或用受限变分模型， 才能采用该二维
有效演化。

7.4 图与内部代数的接口协议

三维共线图的度数必须按坐标类别核对： 体心 1点度 26，立方角 8点度 14，面心 6点度 10，棱
心 12 点度 8。部分旧报告的度数多重集正确但空间类别名称错配， 本稿以重新枚举的坐标为准。

几何节点空间 ℝ27 与 27 维 Albert代数具有相同维数，只说明可以选一个线性双射。Albert乘
法、自同构群或规范群不是由 27 这个数字推出的；其例外代数结构有独立文献 [9]；其中“magic
square”是李代数构造，与数字洛书不是同一对象。若每个几何节点再承载 27 维内部空间，总空
间是 ℝ27 ⊗ J，维数 729，而不是 27。

比较不同研究中的“同一算子”须明确顶点排序和矩阵置换；同一核须在同一系数域、同一
变量空间下比较行空间或提供显式同构。相同的谱隙、秩 23 或核维 4 本身不足以证明对象相同。

后续计算必须显式给出五项： 顶点及顺序、边/超边及边界条件、权重与单位、内部空间与乘
法/算子、投影及其闭合误差。本次数据包提供前述几何与投影矩阵，不继承未独立复验的粒子
电荷、质量、真空选择或例外群涌现结论。关于几何邻接与 Jordan 乘法支撑的前期负结果档案
见数据声明；本文仅主张需另行给出并验证乘法，不能由节点数或邻接直接推出。
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8 动力学：什么能从静态洛书推出

8.1 静态等和不决定时间

命题 9（动力学非唯一，T）。在实状态空间中， 给定所有时刻均满足 A2x = 0，仍存在无限多种

演化。

证明。由定理 2，令 x(t) = M (a(t), b(t))，任意可微 a(t)、b(t) 都满足约束。取两参数不变、指
数衰减或周期旋转，会给出静止、耗散或周期运动。静态条件没有选择其中任何一个。证毕。

因此，洛书不是仅由等和条件自动得到的唯一吸引子。离散九数字限制可以把可行集变成 8
个排列；在此有限集上，恒等更新、沿 D4 旋转的周期更新及不同跃迁率的随机更新也都保持幻
方约束。允许哪些跃迁、跃迁率和能量仍是额外模型输入。

8.2 约束松弛与局域输运

M 类约束松弛可定义 E(x) = lA2xl2 /2 及 x. = __AT2A2x。能量导数为 __lAT2A2xl2 ≤ 0；其平衡
态是完整二维零和核而非单个洛书。由于八条线的长度与选取固定，这是一种超边约束动力学；
它一般不保持全部顶点数值总和，不能直接宣称为无源图输运的局部流守恒。

对真正图输运，令 B 为带方向的顶点—边关联矩阵， j 为边流，连续性方程为 P. = __Bj。若
j = ĥBTP，则 P. = __ĥLP。每列 B 两端符号相反使总量保持；当 ĥ > 0 时，有限连通图的无源
稳态为常值，非恒定洛书一般不会是这种纯扩散的稳态。要维持图样， 需外源、势、非线性作用
或不同守恒变量。

上述模型的 ĥ有时间尺度，不能从幻和 15确定。图拉普拉斯谱提供衰减率接口； 本次 L27谱

隙 7 __
√
6 ≈ 4.550510、重数 2，13个不同本征值已复算。精确特征多项式为 λ(λ __ 9)3 (λ __ 15)

(λ __ 27)(λ2 __ 14λ + 43)2 (λ2 __ 20λ + 97)(λ2 __ 24λ + 133)3 (λ3 __ 35λ2 + 387λ __ 1329)3；其整数
展开与直接矩阵算法一致。谱可作为振动或扩散的模型输入，但本文没有将其匹配到未经定义
的粒子频率。

零模也不自动等于吸引子。对无阻尼振动 = __c2L3q（c > 0），能量 (lq.l2 + c2qTL3q)/2 守
恒；非零模持续振荡， 常值零模可作匀速运动。增加 7q.（7 > 0）后，非零模衰减，但常值平衡
仍是一整条直线；要唯一收敛到全零还需固定零均值及其速度约束， 或加入钉扎。使用该算子研
究动力学是合法模型选择，吸引子性质必须由具体方程、约束及初值证明。

9 指定散射权重模型（M）下的傅里叶读出

9.1 明确模型及解析强度

结构因子是晶体内容的加权相位和，定义及单位依赖散射通道 [10]。本文选择点位 (i/3,j/3)、散
射权重 xij = c + Mij (a, b) 的理想模型，不把整数直接认作某种原子的实验散射因子。

令 ⑴ = exp(__2πi/3)，定义 F (ℎ, k) = Σ xij⑴ℎi+kj，i, j 从 0 到 2。行列等和给非零轴频率消
光。直接代入通解得基本模 3 强度表：

标准洛书 a = __1, b = 4, c = 5，强度非零值为 2025、27、243，分别出现 1、2、2次。Parseval
校验给强度总和 2565 = 9 × 285。27与 243 由参数化精确导出，不需要把 27、1、9解释为额外
量子规律。

整数倒易点的峰计数取决于展示窗口。例如 ℎ, k均取 __8至 8的 17 × 17整数窗口，ℎ、k都非
3倍数的弱峰有 122 = 144个，只是模 3重复计数；同样大小但取 0至 16 的窗口则为 112 = 121
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个，不是晶胞固有的“144 个态”。单胞权重改变可激活均匀参考的消光点，但这不证明存在新
粒子或新的普适量子化。

图 3: 给定标准洛书、指定线性散射权重（M）下的离散傅里叶强度（T/E）。频率按模 3 重复，振幅以复
数运算；强度转置对称也见于非幻方半幻方对照，图中未使用实验散射数据。

9.2 哪些信号是洛书专属

命题 10（转置强度对称的范围， T）。任意实 3 × 3矩阵，只要每行、每列具有同一和，就在整数

模 3 倒易点满足 I(ℎ, k) = I(k, ℎ)，不需要两条主对角线等和。

证明。除原点外的轴频率振幅全部为 0；原点在转置下固定。其余频率为 (1, 1)、(1, 2)、(2, 1)、
(2, 2)。转置固定前后对角位置，只交换 (1, 2) 和 (2, 1)，它们互为负频率；实权重的傅里叶共轭
关系保证强度相等。证毕。

因此随机一般权重阵不是充分的对照，应加入同边际和但非幻方的半幻方对照。本次使用同
样由 1 至 9 构成的 ，它的行列和均为 15、两条主对角线和分别为 18 和 24，却仍满足该

衍射对称。非整数频率不遵循模 3 简化，离散频点之间的不对称应称有限基元形状因子的连续
延拓；要称真实漫散射，还需无序、热振动、有限尺寸等物理来源。

9.3 三维投影—傅里叶截面定理

对三维权重 f 定义 F3 (ℎ, k, l) = Σ fijk exp [__2πi(ℎi + kj + lk)/3]，则

这是交换有限求和得到的精确投影接口。对索引 ≈0 = 0、 1、 2 的切片， F2 [f(:, :, ≈0 )](ℎ, k) =
(1/3) Σl exp(2πil≈0 /3)F3 (ℎ, k, l)，其中 l = 0 至 2；若使用中心化索引，需相应平移相位。切片
不能与 l = 0 傅里叶截面混用。也不能根据各层强度转置对称就推出三维所有 l 截面同样对称，
因为层间交叉相位依赖振幅。后续任何三维显影结论都应从完整复振幅计算。

10 指定弹簧模型（M）下的振动接口

本节保留直接说明算子与力学能量关系的振动模型。紧束缚谱配对属于反演奇势和二分图跳跃
的一般结果，移至附录 A，作为模型条件与非专属性的对照。
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10.1 声学简并与弹性稳定性

本节两种模型均采用无限周期方格的四个最近邻键，每个无向键计一次，微格距为 1，ĥ > 0，
mi > 0；它们不使用第 6 节的 24 边共线图，也不使用商投影后的加权完全图。

若位移 ui 为二维向量，选择各向同性矢量弹簧能量 ĥ Σ lui __ uj l2 /2，每条边对两个极化分
量使用同一标量图算子，则动力学矩阵是标量质量加权拉普拉斯与 I2 的张量积。每个标量模被
精确复制两次（还可能出现额外偶然简并），这一成对复制由模型直接保证，无需寻找洛书隐藏
点群。Γ 点有两个平移零模。这种矢量差耦合还会惩罚刚体转动： 对一条沿工的单位键，微小转
角 θ 给位移差 θey，能量为 ĥθ2 /2，而无预应力中心力弹簧的二次伸长能为 0。因此第一种模型
是指定的位移耦合模型，不能直接等同于自由、无预应力材料的中心力弹性。

若改为真正最近邻中心力能量 ĥ Σ[((ui __ uj) . eij )]2 /2，方格横纵键只约束各自方向； 3 × 3
超胞 Γ 点存在六个零模，含额外柔性滑移。两种模型不同，不能同时以“标量弹簧”名称混用。
稳定剪切响应需要对角键、角力或其他弹性项，新增刚度必须显式记录。

在第一种矢量弹簧模型中，长波有效质量为单胞平均质量。若 mi = uim0、ĥ 均匀，单位微
格距下声速平方为 ĥ/( 平均 u . m0)；平均 u = 5 给 U2 = ĥ/(5m0)。这个结果对同平均质量的其
他排列也成立，不是洛书排列独有。它可以作为均匀化接口， 但不能把中心数 5与声速的出现解
释为新的基本常数。

11 原稿修订与既有研究接口审计

前期论证 [12] 中保留的内容是通解、指定正常化条件下的整数最小阶及洛书 8 解。若原题“必
然性”仅指这些明确条件下的分类，本文定理 1—4 已证明；若指从一般局域流守恒或五个单态
直接推出唯一洛书，则原推理链未获证明，且其中单态充分性已有反例。修订如下：

1. 自由群改为严格定义： 四符号若满足 e__ = __e+、U__ = __U+，对应的是 ℤ4 的商群 ℤ2，有限
字母表 {0, ±e, ±U}不是加法封闭的群。

2. 撤回“五个单一状态充分生成九个互异读数”。固定单值映射加统一平移后仍至多五种值；
旧稿 u = 1 时甚至只剩三种。允许线性组合将改变原单占位假设，必须另建模型。

3. 撤回选择性带权投影保持零和的陈述。旧W只改变 b、__b两个格，其首、末行和为 ±b(u__1)。
旧附录仅筛范围及互异，会在 u = 4 输出四个非幻方；修订不能只更改输出结论而不更改
规则。

4. 中心 5与幻和 15改由定理 1和总和推导。平移到 [0, 8]、 [2, 10] 的幻和改为 12、18。

5. “局域守恒”改为指定直线等和；图输运、中点差分与拉普拉斯分别定义，不再称普通 8 邻
接行线为 3 团。

6. D4 轨道与单个标号点群分开；晶胞角、面心、棱心的度数名称按坐标重核。

7. 整数衍射对称从“洛书独有”改为三阶实半幻方条件的结果；强度 27、 243 给出解析推导。

8. 带隙声明明确直接/间接、采样域、填充与模型输入；声学简并解释为所选极化模型的张量
复制结果。

作者提供的同题统一框架研究稿（公开路线记录见 [13]）还涉及 Albert 代数、规范群、味参
数拟合、真空作用量与多晶胞演化。本稿仅交付可独立核查的几何及算子接口， 不将该框架的其
他结论视为本论文已经证明。已有两参数味拟合不纳入本次无拟合证据链。

本文所谓“无拟合”是未以观测数据反求参数；它不等于无假设、无模型选择、无有量纲参
数或无针对目标的构造。特别是第 7.1a 节使用已知洛书设计相容读出，不能作为独立物理预测
的证据。所有人为字典、邻接、投影与强度比均应可见。
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12 结论与可检验研究出口

本研究把洛书联系到传统象数与现代离散模型时，得到的是若干明确接口及明确障碍。在指定
整数、零和、互异与最小化条件下， 完整参数化、最小三态原型与正常化分类成立； 给定标准洛
书及配套读出，可构造 27 状态到 9 宫的模 3 商压缩复现，投影本身不自动选出洛书；给定传统
字典与编码、同步更新规则， 可计算八卦配对与干支周期； 全线三维标号、普通轴投影及立方八
顶点的直接投影存在所证障碍。共线图的压缩恒等式、有限傅里叶投影关系和指定振动模型， 为
后续晶胞研究提供可复算的数学对象。

主定理 9 把约束空间集中登记；命题 2、8 给出432 个仿射读出及 512 种正常层堆叠的有限分
类；命题 6 将投影不闭合从元素反例升级为精确缺陷谱和条件性误差界。这些接口允许后续工
作明确选择算子模型并设计对照，而无需声称数字标号由一般流守恒唯一生成。

尚未得到的结论同样明确：洛书不凭静态等和唯一决定干支的物理动力学；二维洛书不唯一
重建三维晶胞；27 维数相同不生成例外代数乘法；数值显影也不直接证明基本物理理论。后续
若提出模型，应在计算前固定字典、邻接、读出、对照与反例标准。

12.1 O1：不输入目标洛书的选择原则

需要事先公开候选投影与读出族、目标泛函、对称等价和无解或多解标准， 不以与已知 L 的差作
为优化目标。 §2.5 已经在给定双三态八线零和、整数互异与最小范围条件下选择正常洛书轨道，
但尚未从独立物理原则选定这些条件，也未选出唯一 π 与 N。只有先说明选择规则的独立来源，
再证明其最优解及稳健性，才能讨论超出目标复现的预测。

12.2 O2：隐藏通道何时可以受控忽略

18 维投影核只表示不可见，不表示自动处于高能、快速衰减或与可见变量解耦。需要给出完整
动力学、初始条件、可见—隐藏耦合、谱隙或时间尺度，并证明在指定时间区间内二维近似的
误差上界。若引入层锁定能、额外耗散或时间尺度分离，必须说明其物理来源和参数；单独的
Galerkin恒等式不足以提供这种误差控制。

12.3 O3：传统拓扑与物理作用量的连接

需要先固定采用哪套五行、干支配置， 再定义状态量、单位、时间、相互作用及驱动或耗散， 验
证守恒量、稳定性与可观测后果。有向关系不直接等于平衡势； 含不可逆作用时还须交代能量收
支。§5.3 仅给出稳定循环混合的抽象例子， 没有赋予其唯一物理解释。现稿未给出同时满足这些
要求、且由洛书独立导出的作用量。

上述三个问题均保留 O 状态。继续计算应使用同边际和、同反演奇性、同平均质量等非洛书
对照，检验幻方条件究竟新增了什么约束；通过模型内稳定性或对称性检查不自动建立传统对
应的自然因果。

数据与材料可用性

全部有限几何对象（二维 8 线与 24 边、三维 49 线与 147 边）、求和与中点矩阵、关联与拉普拉
斯矩阵、两种投影及闭合缺陷矩阵， 以可复算程序、JSON和 NPZ 随稿提供。程序的有限枚举范
围、顶点顺序与系数域已公开； 不使用观测数据或回归拟合。整数枚举与精确消元提供有限计算
证据，浮点谱及动量采样不替代连续域证明。

前期层叠显影、图结构审计及负结果记录属于作者提供的内部计算档案，不作为外部验证
来源，不列入参考文献；本文相关定义与数值按正文及附件重新计算。公开文献 [13] 的版本为
AiXiv v1.0；本次用于核查具体几何定义的作者提供研究稿标为 v1.5，不假定两个版本逐字相同。
前期内部原始文档不随包公开；相关结论须由本文给出的定义和证据独立支撑。
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复算程序覆盖 9!个正常数字排列、 83 种有序正常层堆叠、 432个仿射双射，及指定矩阵的有
理数/模 3 秩、压缩恒等式和精确特征多项式。全文核查与有限程序验证不构成绝对无误或外部
同行评审保证。
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A 指定紧束缚模型的谱配对与带隙边界

A.1 反演奇势与谱配对

选无限方格的实最近邻紧束缚模型 H = −tA + Δ diag(U)，t、Δ 为实数。以单胞中心为坐标原
点，基元坐标 r = (i − 1, j − 1)，i, j = 0、1、2，令 U(r) = Lij − 5 并按周期 3 延拓。中心互补使
U(−r) = −U(r)；若坐标仍用 i, j = 0 至 2，反演应写成 r ↦ (2, 2) − r。反演 P 将势变号、保持
跳跃；子格符号 Sψ(r) = (−1)rœ+ryψ(r) 将最近邻跳跃变号、保持在位势。因此 SP 与 H 反对易，
并在 Bloch 空间连接不同动量。

以微格距为 1，3 × 3 周期的倒格矢为 2π/3，动量位移 Q = (π/3, π/3)。于是

En (k) = −E10−n (Q − k). (14)

特别是 Γ 与超胞角点 Q 的谱互为相反倒序。当 t 非零时此关系对任意 Δ/t 成立， t = 0 也直
接满足谱配对，但要求最近邻二分图跳跃及反演奇势； 它并非洛书独有，其他反演奇周期势也满
足。引入同子格跃迁或破坏反演奇势可使关系失效。

本次独立构造 9 × 9Blocℎ 矩阵；零势折叠极限误差约 2.9 × 10−15，谱配对误差约 5.3 × 10−15。
这些是所选模型的实现核查， 不是实验误差。红队另用所有键均带动量相位的等价 Bloch规范独
立重建，验证同一配对，并以非幻方的反演奇势作对照。

推论 1（零能带隙的限制， T/E）。当 2k = Q模倒格矢时，九维 Bloch谱与自身相反倒序， 故
E5 (k) = −E5 (k) = 0。在基本布里渊区内这给出四点 k = (±π/6, ±π/6)，对任意实 t、Δ 均成
立。因此这个模型不存在包含零能的完整谱隙。该结论不否定其他整数填充处的带隙， 也不要求
零点都是能带交叉；它限制的是零能附近的绝缘解释。 20 组不同动量及参数复核与推导一致。

A.2 带隙、填充与无拟合纪律

必须区分最小直接间隔 mink (Er+1 (k) − Er (k)) 与间接隙 mink Er+1 (k) − maxk Er (k)。同动量不
简并不足以证明绝缘体，后者还需要给定填充、正的全局间接隙以及相应近似条件。

在明确选择 Δ/t = 1时，61×61网格对第 4—5带给直接间隔约 0.477627、间接隙约 0.369343，
单位为 t。它们是网格证据，不作为连续布里渊区精确全局极值或实验材料断言。 Δ/t 是无量纲
模型输入，即使固定为 1 也不是“由单位制消掉的自由度”。

还可给出纯解析的存在性结果：H0 的范数至多 4|t|，正常洛书在位势的相邻值间距为 |Δ|。
Weyl 界保证当 |Δ| > 8|t| 时，九个有序谱带分别落入互不相交的在位能量 ±4|t| 区间，邻带全局
隙至少 |Δ| − 8|t|。这证明高对比模型具有带隙，但不是洛书从自然界无参数选出的幅值。
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