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摘要

本文研究 {0, 1, 2}3 上经典 3 × 3 × 3 皇后线几何的零和显示问题。该结构含 27

个点、49 条线：27 条轴平行线、18 条面对角线、4 条体对角线。我们以修正后
的组合公理系统刻画该结构，并证明：

(1) 值代数被特征 3 强制为 F3，且 F3 是唯一最小三元字母表；

(2) 结构定理：在 49 条皇后线上零和的函数恰为仿射函数，解空间维数 4，共
81 个显示；

(3) 对偶定理：13 个线方向与 13 个非常数显示的射影类以退化关联构成射影
平面 PG(2, 3)；

(4) 坐标重建定理：满足修正公理的结构同构于经典皇后线几何，且在立方体
全对称群（阶 48）意义下唯一。

本文修正了先前版本中关于体对角线共点性、度序列、自同构群及公理强度的错
误，并删除了与经典结构矛盾的 “非中心等价类相交” 与 “中心等价类” 条件。

版本链：v1→RR→v1.1→v1.2→ 汇编 → 对账 →v3→ 红队 11→v4→ 红队 12→v5→v5.3
（终稿）
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1 引言

零和构形与 cap-set 问题在有限域上互为对偶。经典 3 × 3 × 3 皇后线几何是三
维立方体上沿轴、面对角、体对角方向的三点线集合。其三阶完美幻立方在整数层面
不存在，但在 F3 零和层面存在丰富的仿射显示。本文在结构层面给出严格的存在唯
一性定理。

2 目标结构

令
P = F3

3 = {0, 1, 2}3.

经典皇后线集 LQ 包含：

• 轴平行线：固定两个坐标，第三个坐标变化。共 3 · 32 = 27 条。

• 面对角线：在每个坐标平面内，经过该平面中心的两条对角线。共 3 · 3 · 2 = 18

条。

• 体对角线：连接立方体相对顶点的 4 条线，全部经过全局中心 (1, 1, 1)。

总数
27 + 18 + 4 = 49.

经典皇后线几何的度序列为

13×1, 7×8, 5×6, 4×12,

度和为 147。其自同构群为立方体全对称群

S3 ⋉ (Z/2Z)3,

阶为 6 · 8 = 48。

3 修正公理

定义 3.1 (三维完整显示的公理). 三维完整显示是二元组 (P,L)，其中 P 为 27 点集，
L 为三元子集（线）族，满足：

(S1) 线性：任两点至多共一线；|L| = 49。

(S2) 网：L含三个两两不交的子类 A1, A2, A3，各为 P 的 9个三元组划分（平行类），
其诱导的等价关系两两交换。
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(S3) 面对角线：网决定的每个 9 点 “平面”（横截于某网类的截面）恰含 2 条进一步
的线，且二者交于平面中心。

(S4) 体对角线：网线与面对角线之外恰余 4 条线。这 4 条线都经过同一点 O，且 O

同时是横截于 A1 的某个 9 点平面的中心、横截于 A2 的某个 9 点平面的中心、
横截于 A3 的某个 9 点平面的中心。

(S5) 各向同性：存在 3 阶自同构循环置换 A1 → A2 → A3。

(S6) 显示：存在非常数映射 f : P → F3 在每条线上零和。

注 3.1. 原 v4 公理仅要求 “剩余 4 条线”，不足以唯一确定经典结构。修正后的 (S4)
通过 “4 条剩余线共点于 O，且 O 同时是三个网各一个平面的中心” 纯组合地强制剩
余 4 条线为经典体对角线。特别地，删除了先前版本中与经典结构矛盾的 “与每个非
中心等价类恰交于一点” 以及 “中心等价类” 条件。

4 值代数：特征 3

定理 4.1 (特征 3 刻画). 设 R 为含幺环。以下等价：

(i) 每个三项等差数列 (a, a+ d, a+ 2d) ⊆ R 之和为零；

(ii) char(R) = 3。

证明. 条件 (i) 即 3(a + d) = 0 对一切 a, d ∈ R 成立。取 d = 0，a = 1 得 3 · 1 = 0，
即 (ii)。反之，char(R) = 3 时 3x = 0 恒成立。

推论 4.1 (F3 的最小唯一性). 若 |R| = 3 且 R 承载显示，则 R ∼= F3，唯一。

证明. 素数阶含幺环必为域：加法群为素数阶循环群，分配律强制 x ·y ≡ yx (mod p)，
即唯一的域乘法。故唯一承载显示的三元环是 F3。

5 显示定理

定理 5.1 (结构定理). 设 f : F3
3 → F3。以下等价：

(i) f 在每条皇后线（49 条）上零和；

(ii) f 在每条轴平行线与每条面对角线（45 条）上零和；

(iii) f 为仿射函数，即
f(x, y, z) = c+ ax+ by + dz.

解空间维数为 4，共 34 = 81 个显示，其中 3 个为常数。
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证明. 轴向消去平方项。固定坐标 i，冻结其余坐标，得一元函数

g(t) = f(. . . , t, . . . ) = at2 + bt+ c.

轴平行线条件给出 g(0) + g(1) + g(2) = 0。在 F3 中，

g(0) + g(1) + g(2) = c+ (a+ b+ c) + (a+ 2b+ c) = 2a+ 3b+ 3c = 2a.

故 a = 0。因此 f 的多项式表示中不含任何 x2
i 项。于是

f(x, y, z) = c+ ax+ by + dz + pxy + qxz + ryz + sxyz.

面对角消去交叉项。考虑 z = 0 面上的对角线

(0, 0, 0), (1, 1, 0), (2, 2, 0).

代入得

f(0, 0, 0) = c, f(1, 1, 0) = c+ a+ b+ p, f(2, 2, 0) = c+ 2a+ 2b+ p.

三者和为 3c+3a+3b+2p = 2p。零和迫使 p = 0。同理，用 y = 0面和 x = 0面的对
角线得 q = 0，r = 0。再用 z = 1 面上的对角线 (0, 0, 1), (1, 1, 1), (2, 2, 1) 得 2s = 0，
故 s = 0。

于是 f(x, y, z) = c+ ax+ by + dz，即 f 为仿射函数。
反之，若 f(p) = c+ α⊤p，则在任意三点等差线 {p, p+ v, p+ 2v} 上，

f(p) + f(p+ v) + f(p+ 2v) = 3c+ α⊤(3p+ 3v) = 0.

所以显示恰为仿射函数。

推论 5.1 (独立方向). 仅 3 个轴向与 3 个同号面对角方向（6 方向、36 条线）已强制
仿射性；异号面对角线与全部体对角线冗余。

推论 5.2 (失败必成平行类). 若 f 非仿射，则其零和失败以整个轴向或面对角平行类
的形式出现，绝不只坏在孤立线上。

6 对偶定理：PG(2, 3)

定理 6.1. 13 个方向 D 与 13 个非常数显示的射影类 P（系数 α ∈ F3
3 \ {0} 模标量）

以退化关联
[v] 与[α] 退化 ⇐⇒ α⊤v = 0
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构成射影平面 PG(2, 3)：每个方向恰关联 4 个显示类，每个显示类恰在 4 个方向退
化，任两方向恰共一个退化显示，任两显示恰共一个退化方向。

证明. 方向是 F3
3 的一维子空间，共 (33−1)/(3−1) = 13个；显示类（α的射影类）也

是 F3
3 的一维子空间，同样共 13 个。α⊤v = 0 是点—线关联：固定 [α]，满足 α⊤v = 0

的 [v] 构成一个二维子空间，即 PG(2, 3) 的一条线，含 q+1 = 4 个点。q = 3 时标准
计数成立：q2 + q + 1 = 13 点 13 线，每线 4 点，每点 4 线，连接与交唯一。

推论 6.1 (按显示类型的常值线计数). 不存在在所有皇后线上都取三互异值的彩虹显
示。每个非常数显示在其 4 个退化方向的全部皇后线上常值。常值皇后线数为：

• 轴向型显示类：2 · 9 + 2 · 3 = 24 条；

• 面对角型显示类：9 + 3 + 2 · 1 = 14 条；

• 体对角型显示类：3 · 3 + 1 = 10 条。

证明. 经典皇后线几何中，轴向方向贡献 9 条平行线，面对角方向 3 条，体对角方向
1 条。按退化方向类型计数即得。

注 6.1. 3 个常数显示不属于任何射影类；它们是唯一 “在所有 49 条线上零和但处处
非彩虹” 的显示。

7 坐标重建

定理 7.1. 任一满足 (S1)–(S6) 的结构同构于 {0, 1, 2}3 上的皇后线几何；同构在立方
体全对称群（阶 48）意义下唯一。

证明. 证明分五步。
第 1 步：网到乘积坐标。由 (S2)，三个网 A1, A2, A3 两两不交，各是 P 的 9 个

三元组划分，诱导三个等价关系 E1, E2, E3，两两交换。由 (S1) 与 (S2) 中三网两两
不交，任两点不可能同时属于三个网的同一条线；若它们属于三个网的不同线，则共
两条以上线，违反 (S1)。故

E1 ∩ E2 ∩ E3 =恒等关系.

由可交换等价关系的标准乘积定理，

P ∼= X × Y × Z, |X| = |Y | = |Z| = 3.

不妨令 P = F3
3。三个网分别是沿三个坐标轴的平行线。于是 27 条轴平行线被唯一确

定。
第 2 步：面对角线被唯一确定。考虑任意坐标平面，例如固定 x = a，得到

{a} × F3 × F3。它包含来自另外两个网的线，形成 3× 3 网格。由 (S3)，该平面恰含
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两条进一步的线，且二者交于平面中心。在 3× 3 网格中，经过中心且不属于网线的
三点线只有两条对角线。因此这两条线被唯一确定为该平面的两条面对角线。对所有
9 个坐标平面重复，得到 18 条面对角线，正是经典面对角线。

第 3 步：剩余 4 条线必为体对角线。已确定 27+18 = 45 条线。由 (S4)，剩余恰
4 条线，且都经过同一点 O，O 同时是横截于 A1, A2, A3 各一个平面的中心。在乘积
坐标下，横截于 A1 的平面为 x = a，其中心为 (a, 1, 1)；横截于 A2 的平面为 y = b，
其中心为 (1, b, 1)；横截于 A3 的平面为 z = c，其中心为 (1, 1, c)。这三个集合的交集
唯一确定为 O = (1, 1, 1)。

过 O 的 13 条线中，3 条轴平行线已包含在 27 条轴平行线中，6 条面对角线已
包含在 18 条面对角线中，剩下 4 条只能是四个体对角方向

(1, 1, 1), (1, 1,−1), (1,−1, 1), (−1, 1, 1)

模整体符号。每个方向过 O 只有一条完整线，所以剩余 4 条线必然是这 4 条体对角
线。因此 L = LQ。

第 4 步：自同构群。自同构必须保持三个网的集合 {A1, A2, A3}，所以在乘积坐
标下由坐标置换和每个坐标上的双射组成。面对角线是每个坐标平面内经过平面中
心的两条对角线。要保持面对角线，每个坐标上的双射必须把该坐标的中心元素映到
中心元素。在 3 元集中，保持中心元素的置换只有恒等和交换两个非中心元素，共 2

种。因此每个坐标有 2 种选择，三个坐标共 23 = 8 种；再乘以坐标置换 3! = 6，总
数为

6 · 8 = 48.

所以自同构群为 S3 ⋉ (Z/2Z)3，阶 48。
第 5 步：合拢。步骤 1–4 将全部自由度压进经典皇后线几何，唯一性成立。

注 7.1. 本证明未使用 (S6)：坐标重建是纯组合的。皇后几何上的显示理论是自动的
（定理 5.1）；(S6) 把零和要求纳入定义而非唯一性论证。

8 主定理

定理 8.1 (主定理). 三维完整显示存在于 |P | = 27；每个这样的结构同构于 {0, 1, 2}3

上的皇后线几何（27 轴、18 面对角、4 体对角共 49 条），在立方体全对称群（阶 48）
意义下唯一。值代数被强制为 F3；显示恰为仿射函数（4 维解空间，81 个显示）；13

个方向与 13 个非常数显示的射影类以退化关联构成 PG(2, 3)；13 方向中仅 6 个承载
独立约束。

证明. 存在性由经典皇后线几何给出。由 (S2)，三个网各为 9 个三元组划分，立即得
|P | = 27。唯一性由定理 7.1。值代数由定理 4.1 和推论 4.1。显示定理由定理 5.1。对
偶定理由定理 6.1。独立方向由推论 5.1。
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9 与先行工作的关系

配套短文公理化整数层：它重新推导三阶幻方的已知唯一性，并将三维推广登记
为启发性。本文在结构（F3）层工作，以修正后的组合公理证明真正的存在唯一性定
理。
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附录 A 显示类与常值线计数表

13 个方向（模 ±）分类如下：

类型 代表方向 个数 每条方向皇后线数

轴向 (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) 3 9

面对角 (1, 1, 0), (1,−1, 0), (1, 0, 1), (1, 0,−1),
(0, 1, 1), (0, 1,−1)

6 3

体对角 (1, 1, 1), (1, 1,−1), (1,−1, 1),
(−1, 1, 1)

4 1
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对应的显示类常值线数：

• 轴向型显示类：退化方向含 2 轴向 + 2 面对角，常值线数 2 · 9 + 2 · 3 = 24。

• 面对角型显示类：退化方向含 1轴向+ 1面对角+ 2体对角，常值线数 9+3+2·1 =

14。

• 体对角型显示类：退化方向含 3 面对角 + 1 体对角，常值线数 3 · 3 + 1 = 10。
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