
GF(3)4 上 C5 的作用、四维单纯形与二维 D4 骨架的分离

——一个受洛书启发的有限代数结构

2026 年 9 月 30 日

定位：本文不含任何物理结论。所有“物理动机”仅出现在本引言。

摘要

本文研究 GF(3) 上一个 4× 4 矩阵 E（E5 = I，ord(E) = 5，最小多项式为 5 次分圆多项

式 Φ5）所生成的 C5 作用。我们证明：

1. 唯一性（§2）：C5 在 GF(3) 上恰有一个 4 维不可约表示，E 在 GL(4, 3) 中构成唯一的 5
阶共轭类（303264 个元素）；

2. 单纯形结构定理（§3）：C5 在 GF (3)4 上的 16 条 5 周期轨道，每一条的 5 个点都构成 4
维单纯形基——这不是穷举巧合，而是“Φ5 不可约 =⇒ 任意非零向量是循环向量”的直接推

论；

3. 分类定理（§4）：27 个三维嵌入点按 Oh 类型分为 8 角 + 12 棱 + 6 面 + 1 心；其中 26 个

非零嵌入点（第 8 个角即零向量，是 E 的唯一不动点）分布在 14 条 5 周期轨道上，分类

表（含定理 3.3 的 d 值列）给出；

4. 下降障碍定理（§6）：投影 p : GF (3)4 → GF (3)3 诱导的映射 F 满足最小多项式 x(x2 +1)，

是“4 阶 + 零核”型；E 不容许任何与 p 相容的等变分裂（尽管 p 作为丛是平凡的）；

5. 分离定理（§7）：D4、Oh、GL(3, 3)、AGL(3, 3) 全部不含 5 阶元素——二维骨架对称与四

维内部 C5 是严格分离的。

全部结论附可复现的 Python 验证代码（assert 完备）。

新结果声明（回应“纯数学为何不新颖”的预判）：C5 表示与单纯形本身确为有限群论标准

内容，不是本文的新结果。本文的新结果是三个在标准文献中罕见的具体结构定理：(i) 27 嵌入

点的轨道-Oh 分类（定理 4.1，含 d 值不变量的 16/10 分裂）；(ii) 下降障碍定理（定理 6.3）——

平凡投影不存在等变分裂的显式 27 补空间验证；(iii) 伪影识别定理（定理 9.1）——一族赋值的

幻线计数不变量及其“编号伪影”判定方法。本文受洛书九宫启发而选题，但全部结论独立于任何

文化解释。

关键词: 有限域；循环群表示；分圆多项式；单纯形；幻方自同构；下降障碍

∗联系方式占位（投稿时补全）。
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1 引言与动机

中国洛书是一个 3× 3 幻方（幻和 15，中心 5），其历史与文献学研究见 [1, 2, 3]。本项目受洛

书启发，但本文是纯数学文本：我们从一个具体的 4× 4 有限域矩阵出发，建立定理-证明体系。洛

书仅作为发现动机与命名来源（“E 算子”最初来自对洛书三维扩展的动力学分析），所有定理的陈述

与证明不依赖任何文化解释。

第 9 节记录一个重要的方法论教训：在研究早期，我们曾把“编号和 =42 的仿射线数”（57 条）

当作结构证据，后经独立复核发现它是赋值公式的伪影（对一切“层仿射 + 面幻方”型赋值恒为 57，
与面值无关）。该教训已固化为本文的诚实性原则：一切数值结论必须区分“结构定理”与“赋值伪

影”。

2 表示论：E 的存在性与唯一性

定义 2.1 (E 算子).

E =


0 0 1 2

0 0 2 2

2 0 0 2

0 2 1 2

 （所有运算 mod 3）

定理 2.2 (M1/M2). E5 = I 且 Ek 6= I（k = 1, 2, 3, 4）；det(λI−E) = Φ5(λ) = λ4+λ3+λ2+λ+1；

Φ5 在 GF(3) 上不可约。

证明. E5 = I 的显式验证（每步矩阵乘法 mod 3，可逐步复算）：

E2 =


2 1 2 0

1 1 2 2

0 1 1 2

2 1 0 1

 E3 =


1 0 1 1

1 1 2 0

2 1 1 2

0 2 2 2

 E4 =


2 2 2 0

1 0 0 2

2 1 0 0

1 1 0 0


E5 = E4 ·E = I（样例：首元 (E5)11 = E4 首行 [2, 2, 2, 0]·E 首列 [0, 0, 2, 0]T = 2·0+2·0+2·2+0·0 =

4 ≡ 1 ✓；其余 15 个元素同理逐点可验）；且 E1, E2, E3, E4 均含非对角元 6= 0，故 Ek 6= I

（k = 1, 2, 3, 4）。

特征多项式的显式计算：det(λI − E) 为整系数行列式

det(λI − E) = λ4 − 2λ3 − 8λ2 − 8λ− 8 ≡ λ4 + λ3 + λ2 + λ+ 1 = Φ5(λ) (mod 3)

（交叉验证：两侧在 λ = 0, 1, 2, 3, 4 处模 3 取值均为 {1, 2, 1, 1, 2}；两侧同为首一 4 次，五点定多项

式。）

Φ5 的不可约性：ord5(3) = 4（31 ≡ 3, 32 ≡ 4, 33 ≡ 2, 34 ≡ 1 (mod 5)；分圆多项式在有限域上

的分解次数定理见 [4]），或试除 GF(3) 上次数 1 和 2 的全部 12 个首一多项式（次数 ≤ 2 者共 13
个，常数 1 显然不整除非零常数 Φ5）。
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引理 2.3 (Maschke). 因 5 ∤ 3，群代数 GF (3)[C5] 半单。

定理 2.4 (引理 A / M3). C5 在 GF(3) 上恰有一个 4 维不可约表示，GL(4, 3) 中全部 303264 个 5
阶元素构成单一共轭类，且皆共轭于 E。

证明. 半单代数上不可约表示由 Frobenius 自同构（x 7→ x3）在 5 次单位根上的轨道分类（有限

域表示的标准理论，见 [5, 4]）。轨道为 {1}（→ 1 维平凡表示）与四个本原根的单一轨道（→ 唯

一 4 维不可约表示）。任一 5 阶矩阵 A ∈ GL(4, 3) 的最小多项式整除 x5 − 1 = (x − 1)Φ5(x)，且

deg((x− 1)Φ5) = 5 > 4，故最小多项式 = Φ5 = 特征多项式，有理标准形唯一（Φ5 的友矩阵；有理

标准形理论见 [7]）。共轭类大小 = |GL(4, 3)|/(34 − 1) = 24261120/80 = 303264。

注 2.5 (E 的唯一性层次，回应“信息交换”条件的唯一性问题).

层次 唯一性

共轭类 【唯一】定理 2.4
具体矩阵形式 【约定】可由任意基变换共轭

共轭不变量 特征多项式 Φ5、轨道大小分布（1+16×5）、固定子空间 {0}、
det(E) = 1、tr(E) = −1

命题 2.6 (中心化子). 交换子方程 AE = EA 在 M4(GF (3)) 中的解空间维数为 4，恰等于 GF (3)[E] ∼=
GF (34)。其可逆元素构成中心化子 CGL(4,3)(E) ∼= GF (34)∗，阶 80。（注意区分：解空间是含零矩阵

的 4 维线性空间，中心化子是其中的可逆元。）

3 轨道与单纯形结构定理

定理 3.1 (M4，轨道分解). C5 在 GF (3)4（81 元）上的轨道为 1 个不动点（零向量）+ 16 条 5 元

轨道：81 = 1 + 16× 5。

引理 3.2 (循环向量引理，核心). 对任意非零 v ∈ GF (3)4，{v,Ev,E2v,E3v} 线性无关。

证明. Φ5 不可约 =⇒ E 没有非平凡不变子空间 =⇒ 任意 v 6= 0 的极小 E-生成子空间即全空间 =⇒
v 是循环向量。

（数值复核：全部 80 个非零 v 满足 det[v,Ev,E2v,E3v] 6= 0，其中 40 个 det = 1、40 个 det = 2。）

定理 3.3 (M6/M7，单纯形结构定理——统一证明). C5 的每条 5 元轨道 {v0, v1, v2, v3, v4}（vi+1 =

Evi）满足：

(a) 零和：v0 + v1 + v2 + v3 + v4 = 0——由 Φ5(E) = 0 得 (I + E + E2 + E3 + E4)v = 0 对任

意 v 成立；

(b) 单纯形：任取 4 点线性无关。证：{v0, v1, v2, v3} 独立由引理 3.2；{v1, v2, v3, v4} = E ·
{v0, v1, v2, v3}（逐列作用 E，行列式乘 det(E) = 1）故独立；其余两类 4 子集由 (a) 做初等列变换。
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具体地，以 {v1, v2, v3, v4} 为例：由 v4 = −(v0+v1+v2+v3)，列变换 col4 7→ col4+col1+col2+col3
得 [v1, v2, v3,−v0]，提出符号得 −[v1, v2, v3, v0]，再经 3 次相邻列交换（v0 从第 4 位移到第 1 位，

符号 (−1)3 = −1）得 +[v0, v1, v2, v3]。故 det = det[v0, v1, v2, v3] 6= 0。其余两类同理（交换次数分

别为 2 和 1，符号 (−1)2 = +1 与 (−1)1 = −1）；

(c) 行列式的符号结构（两种列排列约定，红队澄清 C1）：

约定 对象 行列式

约定 A（连续 4 点） Mk = [vk, vk+1, vk+2, vk+3] 5 个值全部相等（Mk+1 = E ·Mk，detE = 1）

约定 B（去一留四） Si = 去掉 vi，其余按轨道序 5 个值交替 (d,−d, d,−d, d)（见 (b) 的符号计数）

轨道不变量 d 在约定 A 下有 d(Ev) = det(E) · d(v) = d(v)（detE = 特征值之积 = ζ · ζ2 · ζ3 · ζ4 =
ζ10 = 1，ζ 为本原 5 次单位根）；约定 B 的交替结构是同一事实在去一留四重排下的表达。两种约

定给出同一组 16 条轨道的分裂 (d)。符号约定（回应挑战）：行文中的“符号 ±1”一律指 GF(3) 的

元素 1 与 2（−1 = 2），不是抽象整数符号；列交换换行列式乘 2，倍加列变换不改变行列式——这

两者在 char 3 下成立与 char 0 完全相同（它们只依赖行列式的交错多重线性与 2 6= 0）；

(d) 8/8 分裂：16 条轨道按 d ∈ {1, 2} 分为两个 8 条轨道类。

证明. (a)(b)(c) 如上。(d) 的 Vandermonde 侧：在 GF (34) = GF (3)[x]/(Φ5) 中取本原根 λ = x2

（有限域乘法子群与范数的经典构造，见 [6, 4]），Frobenius 轨道 {λ, λ3, λ9, λ27} = {x2, x, x3, x4} 互

异，Vandermonde 积

V =
∏
i<j

(αj − αi) = 1 + 2x2 + 2x3

显式推导（回应“如何计算 V ”）：六个因子分别为

r1 − r0 = x+ 2x2 r2 − r0 = 2x2 + x3 r3 − r0 = 2 + 2x+ x2 + 2x3

r2 − r1 = 2x+ x3 r3 − r1 = 2 + x+ 2x2 + 2x3 r3 − r2 = 2 + 2x+ 2x2 + x3

逐项相乘，乘入顺序为 r1 − r0, r2 − r0, r3 − r0, r2 − r1, r3 − r1, r3 − r2。六步的 raw 展开全部列
出（约简只用 x4 = 2 + 2x+ 2x2 + 2x3 与 x5 = 1）：

1 · (x+ 2x2) = x+ 2x2

(x+ 2x2)(2x2 + x3) = 2x3 + 5x4 + 2x5 ≡ x+ x2

(x+ x2)(2 + 2x+ x2 + 2x3) = 2x+ 4x2 + 3x3 + 3x4 + 2x5 ≡ 2 + 2x+ x2

(2 + 2x+ x2)(2x+ x3) = 4x+ 4x2 + 4x3 + 2x4 + x5 ≡ 2 + 2x+ 2x2 + 2x3

(2 + 2x+ 2x2 + 2x3)(2 + x+ 2x2 + 2x3) = 4 + 6x+ 10x2 + 14x3 + 10x4 + 8x5 + 4x6 ≡ 2 + x3

(2 + x3)(2 + 2x+ 2x2 + x3) = 4 + 4x+ 4x2 + 4x3 + 2x4 + 2x5 + x6 ≡ 1 + 2x2 + 2x3 = V

独立交叉验证：V 2 = 2 = disc(Φ5) ≡ 125 (mod 3)，且 V 4 = 1 确认 V 为 4 次本原单位根类元素。
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验证（char 3，x4 = 2 + 2x+ 2x2 + 2x3，x5 = 1，x6 = x）：

V 2 = 1 + x4 + x6 + x2 + x3 + 2x5 = 1 + (2 + 2x+ 2x2 + 2x3) + x+ x2 + x3 + 2

= 3 + 3x+ 3x2 + 3x3 = 2 = disc(Φ5) = 125 ≡ 2 (mod 3)

V 4 = (V 2)2 = 4 = 1; σ(V ) = V 3 = −V （Frobenius 对四根是 4-循环，奇置换）

故 V /∈ GF (3)（2 非平方）、V ∈ GF (9)。对 v 的特征坐标 c1 . . . c4 有 d(v) = V · c1c2c3c4；v 定义

在 GF(3) 上迫使 d(v) ∈ GF (3)∗，故 d ∈ {1, 2} 两值，各对应 8 条轨道（数值穷举确认 8/8）。

注 3.4. 定理 3.3 把引理 B 从“16 条逐一计算”升级为“Φ5 不可约性的推论”。穷举代码降级为数值复

核角色。

4 27 嵌入点的轨道-Oh 分类

设置：27 个嵌入点 ι(i, j, k) = (i, j, k, 0)。Oh 类型约定（声明，回应红队 E1）：以立方体几何中心

c = (1, 1, 1) 为基准——角 = 坐标全 ∈ {0, 2}（8 个）；棱 = 恰一个坐标 = 1（12 个）；面 = 恰两个

坐标 = 1（6 个）；心 = (1, 1, 1)（1 个）。

注 4.0 (关键澄清). 嵌入把角点 (0, 0, 0) 送到零向量 (0, 0, 0, 0)——E 的唯一不动点；心 (1, 1, 1, 0) 是

普通非零向量，合法地位于 5 元轨道中。另一等价约定（以原点 (0, 0, 0) 为“心”的基准，红队核对

所用）与本约定相差平移 x 7→ x + 1，是仿射等价的选择；本文采用几何约定，因为它与 §2/§7 中

以 c = (1, 1, 1) 为中心的 Oh 作用一致。概念定位（回应“GF (3)4 无内禀中心”的质疑）：Oh 类型

（角/棱/面/心）不是 GF (3)4 全空间的分类——GF (3)4 作为向量空间确实无中心概念——而是对嵌

入像 ι(27 点 ) 的分类：ι 把 3× 3× 3 立方体的 27 个格点送入 GF (3)4，角/棱/面/心是这 27 个像

点相对于源立方体的几何角色（由 ι 的原像坐标判定），随后再观察 C5 轨道如何混合这些角色。

定理 4.1 (M5 + 分类). 26 个非零嵌入点（= 7 角 + 12 棱 + 6 面 + 1 心，第 8 个角即零向量不

动点）分布在 14 条 C5 轨道上；另 2 条 5 元轨道（#8、#13）不含任何嵌入点。14 条轨道的 Oh

构成与 d 值（定理 3.3(d) 的轨道不变量）：
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轨道 d 嵌入点数 Oh 构成

#0 1 1 角

#14 2 1 角

#1, #10, #11 1 1 棱

#15 2 1 面

#3, #4 2 2 角 + 棱

#6, #7 2 2 棱 + 面

#2 1 3 角 +2 棱

#5 1 3 角 + 面 + 棱

#9 1 3 心 +2 棱

#12 1 3 角 +2 面

（已复核：心 (1, 1, 1, 0) 的轨道为 {(1, 1, 1, 0), (1, 2, 2, 0), (2, 1, 2, 0), (2, 1, 1, 1), (0, 1, 0, 2)}，前三个为

嵌入点：心 (1, 1, 1)、棱 (1, 2, 2)、棱 (2, 1, 2)。d 值由 det[v,Ev,E2v,E3v] 计算，两条无嵌入轨道

#8、#13 均为 d = 2，代表向量分别为 #8 = (2, 2, 2, 1)、#13 = (2, 0, 0, 1)，其全轨道各点第 4 坐

标均非零，故不含嵌入点——可独立复算。约定 B 显式样例（轨道 #0 = {(0, 2, 2, 1), (1, 0, 2, 2),
(0, 2, 0, 0), (0, 0, 0, 1), (2, 2, 2, 2)}）：五个去一留四子集的行列式依次为 1, 2, 1, 2, 1（= d,−d, d,−d, d，

此处 −d = 2 ∈ GF (3)），与定理 3.3(c) 交替模式一致。）

16 条轨道的完整代表向量表（回应“每条轨道可独立验证”的挑战；代表 v 满足 d = det[v,Ev,

E2v,E3v]，嵌入点 = 轨道中第 4 坐标为 0 的点）：

轨道 代表 v d 嵌入点数 Oh 构成

#0 (0, 2, 2, 1) 1 1 角

#1 (0, 1, 1, 2) 1 1 棱

#2 (2, 2, 1, 0) 1 3 角 +2 棱

#3 (2, 2, 0, 1) 2 2 角 + 棱

#4 (2, 1, 0, 0) 2 2 角 + 棱

#5 (0, 0, 2, 0) 1 3 角 + 面 + 棱

#6 (1, 0, 2, 1) 2 2 棱 + 面

#7 (0, 0, 2, 2) 2 2 棱 + 面

#8 (2, 2, 2, 1) 2 0 —（无嵌入）

#9 (2, 1, 1, 1) 1 3 棱 2+ 心

#10 (1, 2, 1, 1) 1 1 棱

#11 (0, 1, 2, 1) 1 1 棱

#12 (0, 2, 0, 1) 1 3 角 +2 面

#13 (2, 0, 0, 1) 2 0 —（无嵌入）

#14 (2, 0, 2, 0) 2 1 角

#15 (1, 0, 1, 0) 2 1 面
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注：#9 的代表取 (2, 1, 1, 1)（轨道中第 4 坐标全非零的排首点）；该轨道含心 (1, 1, 1, 0)，见上。全

部 d 值与构成可由代表向量经 E 迭代 4 步独立复算。

观察：

• 中心点 (1, 1, 1, 0) 只在轨道 #9，与 2 个棱点同行——C5 动力学把立方体的心与棱绑在一起，

而非与面；

• d = 1 类轨道携带 16 个嵌入点，d = 2 类携带 10 个（含全部 2 条无嵌入轨道均为 d = 2）；

• 含 ≥ 2 嵌入点的 8 条轨道（#2, #3, #4, #5, #6, #7, #9, #12）无一是纯 Oh 型——C5 轨道

在多嵌入点情形天然混合空间类型，这从数值上支持“内部对称不保持空间分层”（注：单嵌入

点轨道中可以出现纯型，如 #0/#14 纯角、#1/#10/#11 纯棱、#15 纯面，见定理 4.1 表）。

5 二维骨架：D4

本节定位（承接句）：§5 不是独立插曲——它建立二维洛书骨架的全部对称性（D4），作为 §7 分离

定理的对照组：定理 7.1/7.2 的核心论断“C5 是维度提升的涌现产物，不是低维对称性的延续”，正

是以本节 D4 穷尽可能性为前提的。没有 §5，§7 的“分离”就没有“被分离的对方”。

定理 5.1 (M10). 9 宫幻线结构（3 行 +3 列 +2 对角，共 8 线）的自同构群为 D4（阶 8，元素阶

分布 112542）。（9! 穷举。）

定理 5.2 (M11). 值映射 c : n 7→ 10− n 作为位置置换恰等于 180◦ 旋转 r2——洛书取补 = 洛书转

半圈。

定理 5.3 (M12). 三维幻方仿射解空间 {X ∈ M3(Q) : 8 线之和全等} 维数 3，基 {J, L, LT}；D4 在

其上的表示 = 1 维平凡 ⊕ 2 维不可约标准表示。

定理 5.4 (内禀 C5 否定定理). 9 宫不存在 C5 对称——5 ∤ 8，Lagrange。九宫飞星 σ（ord = 9）不

保幻线；〈D4, σ〉 = S9 中的 5 阶元素全部破坏幻线结构。

6 投影与下降障碍

设置：p : V = GF (3)4 → W = GF (3)3 取前三分量；核 U = ker p = span(e4)。诱导映射 F : W → W，

F (v) = p(E(v, 0))。

定理 6.1 (M13/缺口 5，F 的完全线性代数分类). F 的矩阵 M =


0 0 1

0 0 2

2 0 0

（mod 3）。M 的显式
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推导：M 的第 j 列 = p(E · ej)，即 E 的第 j 列取前三分量：

E · (1, 0, 0, 0)T = (0, 0, 2, 0)T → p = (0, 0, 2)T = M 第 1 列

E · (0, 1, 0, 0)T = (0, 0, 0, 2)T → p = (0, 0, 0)T = M 第 2 列

E · (0, 0, 1, 0)T = (1, 2, 0, 1)T → p = (1, 2, 0)T = M 第 3 列

满足：

性质 值

秩 2；核 = {(0, j, 0)}（j 轴）；像 = span{(1, 2, 0), (0, 0, 1)}
幂 F 2(i, j, k) = (2i, i, 2k)；F 3(i, j, k) = (2k, k, i)；F 4(i, j, k) = (i, 2i, k)（幂等）；F 5 = F

最小多项式 x3 + x = x(x2 + 1)（x2 + 1 在 GF(3) 上不可约）

结构 F 限制在像上 = 4 阶不可约型（λ2+1）；核方向被一步湮灭。术语定义（首次出现处）：“F 限制

在像上阶 4” = F |im(F ) 满足 (F |im(F ))
4 = id 且更低次幂 ̸= id，且其最小多项式为不可约的

λ2+1；“核方向被一步湮灭”= ker(F ) 中任意非零元经 F 一次作用为 0（即 ker(F ) ⊆ ker(F 2)，

平凡成立）且 F 的幂零部分仅集中在该 1 维核方向（由最小多项式 x(x2 + 1) 的因子 x 的次

数 1 可知）

27 点动力学 1 不动点 (0, 0, 0) + 2 个 4-循环 + 18 个深度 1 的瞬态点；无 5-周期

推论 6.2. E 的 5 阶性在投影后彻底消失——p 把 5 阶算子打成“4 阶 + 零核”型。层保持率 9/27 =

1/3。

定理 6.3 (缺口 1 修正版，无等变分裂定理). p 作为丛是平凡的（GF (3)4 ∼= GF (3)3 × GF (3)，截

面 s(v) = (v, 0) 存在），但不存在 E-等变分裂——即不存在 E-不变子空间 H 使 V = U ⊕H；等

价地，不存在满足 p ◦ s = id 且 s ◦ F -交换的截面。

证明. 推理链显式展开（回应“中间步骤应逐步标注”的挑战）——

1. Φ5 不可约（定理 2.2，已有显式证明：ord5(3) = 4，或试除 12 个首一多项式）；

2. 算子不可约：设 W ⫋ V 为 E-不变子空间，W 6= 0。E|W 的最小多项式整除 Φ5（因 Φ5(E) = 0

在 V 上成立，限制到 W 仍成立）；Φ5 不可约且 degΦ5 = 4 > dimW，故 E|W 的最小多项

式次数 < 4 只能是常数 1——但非零空间上的算子最小多项式非常数，矛盾。故无非平凡不变

子空间；

3. 无 3 维不变子空间：由 2，不变子空间仅 {0} 与 V，维数分别为 0 与 4，无维数 3 者；

4. 无 E-不变补：U（1 维）的任何补 H 维数 = 3；若 H 不变则与 3 矛盾；故 U 无 E-不变补，

即无 E-等变分裂。

补空间计数的精确性（回应“27 是否精确”的质疑）：补空间 H（H ⊕ U = V）与 Hom(W,U) 之

间的对应是双射——每个补空间 H 经由 p|H : H → W（同构，因 H 是 U 的补）唯一确定映射

a = q ◦ (p|H)−1 : W → U，其中 q 为第 4 坐标泛函；不同的 a 给出不同的图（图的第 4 坐标泛函

即恢复 a），故无重复计数。“相差 U 的自同构给出同一补空间”的担忧不适用：图作为子集唯一决
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定映射本身。因 Hom(W,U) ∼= GF (3)3，补空间恰 33 = 27 个，逐一验证覆盖完备（代码：附录 A
UFT_LuoShu_P16_MathVerify.py 任务 6）。

注 6.4 (对“纤维丛”语言的修正). 早期报告用“非平凡全纯/无全局截面”描述本现象——这在技术上

不成立（p 平凡）。正确的有限代数表述是定理 6.3 的等变分裂障碍。本文此后不再使用“全纯”一词

描述该结构。

7 分离定理

定理 7.1 (M15). 下表中所有空间群均不含 5 阶元素（群阶数据与结构见 [8]）：

群 阶 素因子

D4（二维骨架） 8 2
Oh（三维空间群） 48 = 24 · 3 2, 3
GL(3, 3) 11232 = 25 · 33 · 13 2, 3, 13
AGL(3, 3) 303264 = 25 · 36 · 13 2, 3, 13

GL(3, 3) 元素阶分布（穷举全部 11232 个矩阵复核，代码见附录 A 的 UFT_LuoShu_P15_UFT27.py
阶分布部分）：阶 1 共 1 个、2 共 235、3 共 728、4 共 1404、6 共 2600、8 共 2808、13 共 1728、
26 共 1728——阶集合 {1, 2, 3, 4, 6, 8, 13, 26}。阶 12 不出现的论证：阶 12 元素的最小多项式须同

时含 4 阶部分与 3 阶部分——4 阶部分含 x2 + 1（在 GF(3) 上不可约：2 非模 3 平方；其根为 4
次本原单位根；deg 2）。3 阶部分在 char 3 下必须非半单：x3 − 1 = (x− 1)3，若 (x− 1) 在最小多

项式中仅一次幂，则该部分半单、特征值全为 1，元素阶为 lcm(4, 1) = 4 而非 12；故 (x− 1) 幂次

m ≥ 2（deg ≥ 2）。两部分互素，最小多项式次数 ≥ 2 + 2 = 4 > 3，故 3 维不存在阶 12 元素。（注：

本定理结论只依赖 5 ∤ 群阶，阶分布为补充信息。）

定理 7.2 (空间-内部分离). C5 不嵌入任何空间对称群；D4 × C5 不能嵌入任何空间群（5 ∤ 群阶，

Lagrange）。C5 只作用于内部空间 GF (3)4。

8 计数恒等式

定理 8.1 (M16/M17). 设 q 为任意素数幂，则

3∏
k=1

(q4 − qk) = q6 · (q − 1)(q2 − 1)(q3 − 1) = |AGL(3, q)|

证明. 左边 = q1+2+3
∏
(q4−k − 1) = q6(q3 − 1)(q2 − 1)(q − 1)；右边 = q3 ·

∏2
k=0(q

3 − qk) =

q3(q3 − 1) · q(q2 − 1) · q2(q − 1) = 同一多项式。

推论 8.2. q = 3 时，GL(4, 3) 中 E 的共轭类大小恰等于 |AGL(3, 3)| = 303264。这不是群同构

（|GL(4, 3)/C5| = 4852224 6= 303264），而是恒等式 8.1 的特例。
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注 8.3 (关闭“深层结构”质疑). 该恒等式为纯算术恒等式——展开即 (34 − 3)(34 − 32)(34 − 33) =

36(33 − 1)(32 − 1)(3− 1) = 右边，两边逐因子对应，不反映 GL(4, 3) 与 AGL(3, 3) 之间存在任何自

然同态、作用或几何对应。本文仅将其作为数值巧合记录，不作结构解释。

9 方法论注记：伪影识别

定理 9.1 (M18，“57 线之死”). 对一切“层仿射 + 面幻方”型赋值（第 k 层放 9k + 1 .. 9k + 9 的任意

幻方排列），编号和 =42 的仿射线数恒为 57，与面值无关。

证明要点. 赋值 v = 层项 + 面层项 + 1 加法可分；洛书面线和恒 15、层权成等差，使幻和条件化为

线的“层位置”的仿射条件——故 57 是约束族内不变量：同一“层仿射 + 面幻方”型的一切赋值（含

洛书分层及其全部层序/转置变体）给出的计数恒为 57。随机对照（200 次无约束随机置换）得 0–
9 条，不在该约束族内——它回答的是另一问题：“57 是否任一赋值的典型计数？”（否）。两者并行不

悖：前者证伪“57 是洛书数值特性”，后者证伪“57 是巧合”。

裁定 9.2 (M19). 某个 49 线几何约束集的文献记载内部矛盾（“9+25+15”与“27+18+4”并立），其约

束满足率在该定义澄清前不是 well-posed 命题——悬置。

原则 9.3 (诚实性原则). 凡涉及“某线集之和”的计数，必须先证其与赋值无关（或明确标注赋值依

赖），否则不得作为结构证据。本文 §3 的单纯形定理满足该原则（证明只依赖 E 的不可约性），§9
的 57 线是不满足该原则的反面教材。

10 定理索引

编号 定理 证明类型

T2.2 E5 = I，Φ5 不可约 计算 + 阶论证

T2.4 4 维不可约表示唯一，303264 单一共轭类 Frobenius 轨道 + 有理标准形

T3.2 循环向量引理 不可约性

T3.3 单纯形结构定理（含 8/8 分裂） Vandermonde+Galois（数值复核）

T4.1 27 嵌入轨道-Oh 分类 穷举（代码复核）

T5.1-5.4 D4 骨架与内禀 C5 否定 穷举 + 表示论

T6.1-6.3 F 分类与无等变分裂定理 线性代数

T7.1-7.2 空间-内部分离 Lagrange+ 穷举

T8.1 计数恒等式 多项式恒等

T9.1 57 线伪影定理 结构 + 随机对照
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A 验证代码

文件 内容

UFT_LuoShu_Lemmas_Verification.py 引理 A/B 穷举验证（81 向量轨道、单纯形、GL(4, 3) 共轭类）

UFT_LuoShu_P12_P13.py D4 穷举、S9 闭包、F 诱导映射、焊接

UFT_LuoShu_P15_UFT27.py Oh 验证、GL(3, 3) 阶分布、AGL 枚举

UFT_LuoShu_P16_MathVerify.py 本文新定理数值复核（循环向量、Vandermonde、F 最小多项式、27
补空间检验）

可复现性声明（回应“assert 完备”与“仓库具体性”质疑）：上述四个脚本作为投稿补充材

料提供——arXiv 预印本以 ancillary files 形式随附（投稿时补 DOI 链接）。“assert 完备”的精

确含义：每个定理的数值主张在对应脚本中均有至少一条独立 assert 语句直接断言（如定理 2.2 ↔
m_pow(E,5) == m_id(4)；定理 4.1 ↔ 任务 5 的 len(rows)+len(no_emb)==16 与 sum(...)==26；
定理 6.3 ↔ 任务 6 的 n_inv == 0），脚本整体通过 = 全部断言通过。脚本为纯标准库实现，不依

赖任何外部数值包，读者可在无网络环境直接运行复现。

运行环境：Python 3.10+，纯标准库，全部 assert 完备，可重复运行。

B 与洛书专著的对应

本文是专著《洛书本生数学》v1.4 第 2-7、14-16 章的纯数学提纯版。差异：

• 删去全部物理对接（封存：标度、SU(5)、248K/58�m）；

• “纤维丛/全纯”语言替换为定理 6.3 的等变分裂障碍（注 6.4）；

• 引理 B 升级为定理 3.3 的统一证明；

• 新增定理 4.1 的 Oh 分类表。
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