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Abstract

我们研究有限域上多胞耦合系统的动力学性质；本文所称通用轨道周期（universal orbit
period）指耦合算子 MN 的阶，即所有轨道周期的最小公倍数。单胞由信息交换算子 E 驱
动（其极小多项式为分圆多项式 Φ5），周期为 5。当 N 个胞通过最近邻环耦合相连接时，
系统呈现出与单胞行为截然不同的复杂动力学结构。
我们在 GF(3)上（最近邻环耦合、单位耦合强度 c = 1）对 N = 2a×3b×5c 的情形建立

了耦耦耦合合合周周周期期期公公公式式式：通用轨道周期为 P (N) = 3b×(3L−1)，其中 L = lcm(ord2a(3), ord5c(3), 4)；
该公式在已验证的参数范围内精确成立，并经 26/26 项计算验证确认，涵盖经典区
（L = 4）与扩展区。随后我们将分析推广到一般有限域 GF(p)，发现了基于 p mod 5
的普适模式。
特别地，GF(3) 被区分为唯唯唯一一一（在 p ≤ 113 内检验）使二胞耦合系统达到最最最大大大可可可能能能周周周期期期

p4 − 1 = 80 的素域。这一极大性性质使 GF(3) 在本构造中显得特殊。
当 N = 62 时，周期等于 360 − 1，即 GF(360)∗ 中的最大可能阶——耦合系统在其特征

值域层面实现了本原元（极大阶）机制。
关关关键键键词词词：：： 有限域动力学、块循环矩阵、耦合周期、分圆多项式

1 引引引言言言

1.1 背背背景景景与与与动动动机机机

有限域上的线性动力学是代数动力系统的一个重要分支，在编码理论、密码学与量子信息中有
广泛应用。然而，多组分耦合系统的动力学性质尚未被系统研究。
本文回答以下问题：当多个相同的有限域动力学单元通过局域耦合连接时，全局动力学如何

涌现？

1.2 核核核心心心发发发现现现

我们的核心发现是耦耦耦合合合不不不是是是简简简单单单的的的叠叠叠加加加，，，而而而是是是创创创造造造出出出全全全新新新的的的动动动力力力学学学结结结构构构：

• 单胞周期：5

• GF(3) 上二胞耦合周期：80（不是 5 的倍数）

• GF(3) 上三胞耦合周期：240（非单调）

• GF(3)上的精确公式（定理 4.1）：P (N) = 3b×(3L−1)，其中 L = lcm(ord2a(3), ord5c(3), 4)，
适用于 N = 2a × 3b × 5c；在经典区 a ≤ 4，c ≤ 1 退化为 P (N) = 80× 3b

1.3 诚诚诚实实实度度度标标标注注注系系系统统统

本文采用五级诚实度标注系统：
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级级级别别别 符符符号号号 含含含义义义

R1 • 有完整证明的严格定理
R2 • 基于公理的论证
R3 • 经计算验证的数值对应
R4 • 启发式类比
R5 • 开放问题 / 哲学思辨

2 单单单胞胞胞动动动力力力学学学：：：E 算算算子子子 [R1]

2.1 定定定义义义

信息交换算子 E 是 GF(p)4 上的线性算子（p ̸= 5 为素数）：

E =


0 0 0 −1
1 0 0 −1
0 1 0 −1
0 0 1 −1

 ∈ M4(GF(p)) (1)

2.2 基基基本本本性性性质质质 [R1]

定定定理理理 2.1. E 的极小多项式是分圆多项式 Φ5(λ) = λ4 + λ3 + λ2 + λ+ 1。

证明. 直接计算特征多项式：

det(λI − E) = λ4 + λ3 + λ2 + λ+ 1 = Φ5(λ) (2)

定定定理理理 2.2. 对所有 p ̸= 5，E 的阶为 5，即 E5 = I 且 Ek ̸= I（k < 5）。

证明. 由于 Φ5 是 E 的极小多项式且 Φ5 | (λ5 − 1)，有 E5 = I。又 deg(Φ5) = 4，故 E 的阶为
5。

定定定理理理 2.3. 当 p = 3 时，E 在 GF(3)4 \ {0} 上的轨道结构由 16 个长度为 5 的循环组成。

证明. |GF(3)4 \ {0}| = 80 = 16 × 5。由于 E 的阶为 5 且没有不动点（Φ5(1) = 5 ̸= 0 于
GF(3)），所有非零向量构成 5-循环。

注注注 2.4 (单胞相空间几何与瞬态). 由于 Φ5(0) = 1 ̸= 0，E 可逆：每个单胞状态从 t = 0 时刻起
即为周期态，瞬态长度恒为零。相空间几何完全由域认同 GF(3)4 ∼= GF(3)[X]/(Φ5) ∼= GF(81)
决定；在该认同下，E 的作用相当于 X 的等价类（即 ζ5）的乘法。因此任意状态 v 的轨道是
陪集 v · ⟨ζ5⟩ = {ζj5v : j = 0, . . . , 4}，而定理 2.3 中的 16 个循环正是 5 阶子群 ⟨ζ5⟩ 在 80 阶循环
群 GF(81)∗ 中的 16 个陪集：循环的集合即商 GF(81)∗/⟨ζ5⟩。于是胞的时间演化就是陪集上乘
以 ζ5 的运算——一个没有瞬态、没有分支、没有时空相互作用的过程（后者仅通过第 3 节的
耦合进入）。

3 多多多胞胞胞耦耦耦合合合系系系统统统 [R1]

3.1 定定定义义义

N 胞环耦合算子 MN 是一个 4N × 4N 块循环矩阵：
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MN =



E I 0 · · · 0 I
I E I · · · 0 0
0 I E · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · E I
I 0 0 · · · I E


(3)

其中 I 是 4× 4 单位矩阵。

3.2 Fourier 对对对角角角化化化 [R1]

定定定理理理 3.1. 在 Fourier 基下，MN 块对角化为 N 个 4× 4 块：

M̂N (k) = E + λkI4, k = 0, 1, . . . , N − 1 (4)

其中 λk = 2 cos(2πk/N) 是循环图 CN 的特征值。

证明. 这是块循环矩阵的标准对角化结果。MN = IN ⊗ E + CN ⊗ I4，其中 CN 是循环图的邻
接矩阵。CN 在 Fourier 基下对角化为 diag(λ0, . . . , λN−1)。

3.3 模模模周周周期期期 [R1]

定定定理理理 3.2. E + λI 的特征值为 λ+ ζj（j = 1, 2, 3, 4），其中 ζ = e2πi/5。

证明. E 的特征值为 ζj（Φ5 的根）。因此 E + λI 的特征值为 λ+ ζj。

定定定理理理 3.3. E + λI 的周期是 λ+ ζj 在适当扩域乘法群中的阶。

证明. E + λI 在代数闭包上可对角化（若特征值互异），其周期为其特征值阶的最小公倍
数。

4 GF(3) 上上上的的的耦耦耦合合合周周周期期期公公公式式式 [R1/R3]

4.1 定定定理理理陈陈陈述述述

定定定理理理 4.1 (耦合周期公式——情形 1，已验证的精确形式). 设 MN 是 GF(3) 上的 N 胞环耦合
算子（耦合强度 c = 1）。若 N = 2a × 3b × 5c（a, b, c ≥ 0），则通用轨道周期为：

P (N) = 3b ×
(
3L − 1

)
, L = lcm

(
ord2a(3), ord5c(3), 4

)
(5)

其中 ord2a(3) = max(2, 2a−2)（a ≥ 2；a ≤ 1 时为 1），ord5c(3) = 4 · 5c−1（c ≥ 1；c = 0 时为
1）。
推推推论论论（（（经经经典典典区区区）））。。。 当 a ≤ 4 且 c ≤ 1 时，L = 4，P (N) = 80× 3b。

精确性说明。 “精确”此处指：对验证范围内每一个参数三元组（下表 26 个情形连同定理
4.6 的无穷族）精确成立，其中第 2 步的最终阶断言由直接计算认证。对所有指数 a, c ≥ 0 的该
阶断言的统一直证明仍属开放；证明的结构性步骤（第 1 步与第 3 步）完整且纯代数。

证明. 第第第 1 步步步：：：素素素数数数幂幂幂的的的精精精确确确阶阶阶公公公式式式。。。

引引引理理理 4.2 (阶公式，基于 LTE). 当 a ≥ 2：ord2a(3) = max(2, 2a−2)。当 c ≥ 1：ord5c(3) =
4 · 5c−1。

证明. 当 a ≥ 3：32 = 9 且 v2(9 − 1) = v2(8) = 3。由升幂引理（LTE），每当 2 | 32 − 1 的提

升，v2(3
2·2k − 1) = v2(9− 1) + k = 3+ k；归纳得 a ≥ 4 时 ord2a(3) = 2a−2，而 ord8(3) = 2 可

直接验证。当 c ≥ 1：34 = 81 且 v5(81− 1) = v5(80) = 1；LTE 给出 ord5c(3) = 4 · 5c−1。
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引引引理理理 4.3 (λk 的约化域). 设 m = 2a5c 为 N 的与 3 互素部分。循环因子的每个特征值
λk = 2 cos(2πk/N) 模 3 约化后落入 GF(3ordm(3))。

证明. 写 N = 3bm。在特征 3 下，XN − 1 = (Xm − 1)3
b
，故 ζ3

b

N 是 m 次单位根，且由 Φm

的标准分裂域计算知其位于 GF(3ordm(3)) 中。由于 λk = ζkN + ζ−k
N 对合 ζ 7→ ζ−1 不变，且

当 ordm(3) 为偶数时 −1 = 3ordm(3)/2 ∈ ⟨3⟩ ⊂ (Z/mZ)∗，每个 λk 已落在 GF(3ordm(3)) 中。
（m ≤ 2 时结论显然。）

注注注 4.4 (引理 4.3 的适用范围). 证明中使用的恒等式 −1 = 3ordm(3)/2 要求 ordm(3) 为偶数。
在定理 4.1 的范围内（m = 2a5c）这恒成立：ord5c(3) = 4 · 5c−1 为偶数，ord2(3) = 1 仅通过
lcm 起作用，ord2a(3) = max(2, 2a−2) 当 a ≥ 2 时为偶数。对 ordm(3) 为奇数的一般 m（如
m = 11，ord11(3) = 5），有 −1 /∈ ⟨3⟩，λk 可能需要 GF(3ordm(3)) 的二次扩域；定理 4.1 不覆
盖这样的 m，由 4.3 节的猜想连同注 4.10 的数据作计算处理。

第第第 2 步步步：：：特特特征征征值值值周周周期期期。。。
E + λkI 的每个特征值为 λk + ζj5，其中 ζ5 ∈ GF(34)（因 ord5(3) = 4），故落在 GF(3L)

中，L = lcm(ordm(3), 4)。其阶整除 3L − 1。在这些 λk 中：

• λ0 = 2 贡献特征值 2 + ζ5，阶为 80（即 ord(E − I)，在 GF(81) 中已验证）；

• 其余 λk 为 Frobenius 共轭，其中 µ = 2 cos(2π/m) 的共轭元达到恰好 3L − 1 的阶（即
GF(3L)∗ 的整个群的阶，下述每个情形均经计算验证）。

第第第 3 步步步：：：3b 因因因子子子的的的 Jordan 机机机制制制。。。
写 MN = IN ⊗ E + CN ⊗ I4，其中 CN 为循环图邻接矩阵。设 P 为有向 N -循环移位

（XN − 1 的友矩阵），则 CN = P + P−1，且 XN − 1 = (Xm − 1)3
b
=

∏
d|mΦd(X)3

b
是 P

的特征多项式（而非 CN 的）。P 的每个特征值 µ（m 次单位根，重数 3b）向 CN 贡献特
征值 λ = µ + µ−1 = 2 cos(2πk/N)（对应模 k）。在块上写 P = µ(I + N)（N 幂零），可得
CN − (µ + µ−1)I = (µ − µ−1)N + µ−1N2(I +N)−1；因此 CN − (µ + µ−1)I 在每个大小为 3b

的块上的幂零指数，当 µ ̸= ±1 时等于 3b，当 µ = ±1 时等于 ⌈3b/2⌉（线性系数在该处消失，
如定理 4.6 证明中 C3b + I = P−1(P − I)2 所示）。由于 E 可对角化且特征值为 ζj5，MN 的半

单部分的阶为 lcmk,j ord(λk + ζj5)；而在所有情形中 3⌈log3 idx⌉ = 3b：Jordan 因子恰好贡献 3b。
因此总周期恰好为

(
3L − 1

)
× 3b：半单部分贡献 3L − 1，Jordan 因子贡献 3b。□ （结构性步

骤；第 2 步的最终断言由下述穷举计算认证。）

验验验证证证表表表（26/26：19 个经典区情形 a ≤ 4，c ≤ 1（P = 80× 3b），加 7 个扩展区情形）：
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N (a, b, c) L 预测 3b(3L − 1) 已验证

2 (1, 0, 0) 4 80 ✓
3 (0, 1, 0) 4 240 ✓
4 (2, 0, 0) 4 80 ✓
5 (0, 0, 1) 4 80 ✓
6 (1, 1, 0) 4 240 ✓
8 (3, 0, 0) 4 80 ✓
9 (0, 2, 0) 4 720 ✓
10 (1, 0, 1) 4 80 ✓
12 (2, 1, 0) 4 240 ✓
15 (0, 1, 1) 4 240 ✓
16 (4, 0, 0) 4 80 ✓
18 (1, 2, 0) 4 720 ✓
20 (2, 0, 1) 4 80 ✓
24 (3, 1, 0) 4 240 ✓
27 (0, 3, 0) 4 2160 ✓
30 (1, 1, 1) 4 240 ✓
36 (2, 2, 0) 4 720 ✓
40 (3, 0, 1) 4 80 ✓
80 (4, 0, 1) 4 80 ✓

32 (5, 0, 0) 8 38 − 1 = 6560 ✓
64 (6, 0, 0) 16 316 − 1 ✓
25 (0, 0, 2) 20 320 − 1 ✓
50 (1, 0, 2) 20 320 − 1 ✓
100 (2, 0, 2) 20 320 − 1 ✓
96 (5, 1, 0) 8 3(38 − 1) = 19680 ✓
150 (1, 1, 2) 20 3(320 − 1) ✓

扩展区情形（a ≥ 5 或 c ≥ 2）确认公式按所述形式是精确的：早先的有界形式 P = 80× 3b

仅在经典区 a ≤ 4，c ≤ 1（那里 L = 4）正确。

注注注 4.5 (耦合强度). 全部分析使用单位耦合：MN 是单位非对角块（耦合系数 c = 1）的块循环
矩阵。我们论证：在当前设定下周期对耦合强度不敏感。当 N 为偶数且 c ∈ GF(3)× 任意时，
以固定因子缩放奇数标号胞可将 MN (c) 共轭到 MN (1)，故特征值谱——从而周期——不变。
当 N 为奇数时不存在这样的规范变换，一般耦合常数原则上可以改变周期（例如移动退化的
Fourier 模）。奇 N 的非单位耦合的系统处理留作未来工作。

定定定理理理 4.6 (严格无穷族). 对每个 b ≥ 0 与 ε ∈ {0, 1}，

P
(
2ε · 3b

)
= 80 · 3b,

且证明不依赖逐 N 计算：证明中唯一的有限计算是单个恒等式 ord(ζ5 − 1) = 80（于 GF(34)
中），由两行证书认证

(ζ5 − 1)40 = N(ζ5 − 1) = Φ5(1) = 5 = −1 ∈ GF(3)×, (ζ5 − 1)16 = ζ35 ̸= 1,

它强制 24 | ord（由第一行）与 5 | ord（由第二行），故 ord = 80，因为 ord | 34 − 1 = 80。

证明. 设 P 为有向 N -循环移位（XN − 1 的友矩阵），则 CN = P + P−1，MN = IN ⊗
E + (P + P−1) ⊗ I4。回忆 λ 3

k = λ3k mod N（Frobenius），且当 3b | r 时 λr = 2（因此时
λr = ζr + ζ−r = 2）。
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情形 ε = 0，N = 3b。 对每个 k，λ 3b

k = λ0 = 2 ≡ −1，故在特征 3 下每个 (λk + 1)3
b
=

λ 3b

k + 1 = 0：每个 C3b 的特征值模 3 约化为 −1。因此 M3b 的每个特征值约化为 ζj5 − 1，阶为
80（与 ζ5 − 1 Galois 共轭）。写 M3b = A+K，其中

A = IN ⊗ (E − I) （半单、可逆，ord(A) = 80）, K = (C3b + I)⊗ I4 （幂零）,

且 [A,K] = 0。关键恒等式（特征 3 下的纯代数，无计算）：

C3b + I = P + P−1 + I = P−1(P 2 + P + I) = P−1(P − I)2,

其中最后一个等式可直接展开验证：P−1(P−I)2 = P−2I+P−1 = P+P−1+I（特征 3下）。

现在 P − I = J3b(0) 是单个幂零 Jordan 块（有向循环是 X3b − 1 = (X − 1)3
b
的友矩阵），而

单个块 Js(0) 满足 (Js(0)
2)⌈s/2⌉ = 0，(Js(0)

2)⌈s/2⌉−1 ̸= 0：故 K 的幂零指数为 ⌈3b/2⌉。交换的
半单–幂零分解将周期乘以 3⌈log3⌈3

b/2⌉⌉ = 3b，用到 3b−1 < ⌈3b/2⌉ ≤ 3b。因此 P (3b) = 80 · 3b。
情形 ε = 1，N = 2 ·3b。同样的 Frobenius轨道论证给出：偶 k 时 λk ≡ −1（特征值约化为

ζj5−1，阶 80），奇 k 时 λk ≡ 1（特征值约化为 1+ζj5，由范数恒等式 N(1+ζ5) = Φ5(−1) = 1
知其阶整除 40 | 80）。半单部分因此阶恰好为 80。此处 P ∼ J3b(1) ⊕ J3b(−1)；第一块上
C + I = P−1(P − I)2 同上，第二块上同样的代数给出 C + 2I = P (P−1 + I)2，幂零指数仍为
⌈3b/2⌉。故 p-因子仍为 3b，P (2 · 3b) = 80 · 3b。□

注注注 4.7. 该族以统一证明覆盖了定理 4.1 情形的无穷子集（行 a ≤ 1，c = 0，任意 b），故穷举
表仅对 a ≥ 2 或 c ≥ 1 必要。

4.2 一一一般般般 N 的的的上上上界界界 [R2]

命命命题题题 4.8. 对一般 N，MN 在 GF(3) 上的周期满足：

P (N) ≤ 3lcm(ordN (3),4) − 1 (6)

证明. 特征值 λk = 2 cos(2πk/N) 是 Q(ζN ) 的极大实子域中的代数整数。λk 模 3 的约化落
在 GF(3ordN (3)) 中。E 的特征值为 5 次单位根，由于 ord5(3) = 4 而落在 GF(34) 中。因此
E + λkI 的特征值落在 GF(3lcm(ordN (3),4)) 中。该域的乘法群阶为 3lcm(ordN (3),4) − 1，即周期的
上界。

良良良定定定性性性说说说明明明（（（3 | N）））。。。 上述界按所述形式要求 3 ∤ N（否则 ordN (3) 无定义）。当 3 | N
时，写 N = 3bm（3 ∤ m）：半单特征值此时落在 GF(3lcm(ordm(3),4)) 中，特征 3 的 Jordan 因
子恰好贡献额外的幂 3b（即定理 4.1 第 3 步的机制）。界变为

P (N) ≤ 3b
(
3lcm(ordm(3),4) − 1

)
,

且在 N = 3（m = 1，P (3) = 3 · 80 = 240）处已是精确的。注意：若把 m 代入原界而不保留
3b 因子，在此处会失败（80 < 240），因此 Jordan 因子必须显式保留。

4.3 精精精确确确周周周期期期猜猜猜想想想 [R3]

定理 4.1（精确形式）解决了所有分母 d = 1 的 N = 2a × 3b × 5c。因此猜想仅对含 ≥ 7 的素因
子的 N 开放：

猜猜猜想想想 4.9 (耦合周期猜想). 对与 6 互素部分 m 含 ≥ 7 的素数的 N，精确周期为：

P (N) = 3v3(N) × 3L − 1

d(N)
, L = lcm(ordm(3), 4), (7)

其中 d(N) 为正整数；其猜想形式（注 4.10）为 d(N) | 2 (3ordm(3)/2 + 1)，而非 d(N) |
ordm(3)——仅 d(17) = 2(38 + 1) 就含有不整除 ord17(3) = 16 的素因子（17，193）。
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证证证据据据：：：

N ordm(3) L 3L − 1 d(N) 实测 P (N)

7 6 12 312 − 1 1 312 − 1
11 5 20 320 − 1 1 320 − 1
13 3 12 312 − 1 1 312 − 1
17 16 16 316 − 1 22 · 17 · 193 = 13124 3280 = (316 − 1)/13124
31 30 60 360 − 1 7 (360 − 1)/7
62 30 60 360 − 1 1 360 − 1

全部六行均由精确矩阵幂计算获得（周期 = 3L − 1 由 M3L−1
N = I 及对每个素因子 q 的

M
(3L−1)/q
N ̸= I 认证），并经 Fourier 模–阶计算独立交叉核验。极大周期（d = 1）出现在

N = 7, 11, 13, 62。

注注注 4.10 (d(N) 的猜想形式 — R3/R5). 全部数据与如下整除猜测一致：当 ordm(3) 为偶数，

d(N) | 2
(
3ordm(3)/2 + 1

)
, (8)

即 d(N)的奇素因子整除分圆余因子 3ordm(3)/2+1，而非 ordm(3)本身。拟合是精确的：d(17) =
2(38 + 1) 恰好成立，d(31) = 7 | 330 + 1 = 2× 7× 13× 73× 1181× 4561，且 N = 7, 11, 13, 62
时 d = 1。这细化（并取代）了早先的 δ(N) ∈ {1, 12 , 2} 拟设，新数据将其排除。对 m = 31，
因子 7 标记了第 6 节偶/奇轨道互补性中“缺失”的轨道因子。
诚实性说明。 该整除猜测的非平凡证据仅含两个数据点（N = 17 与 N = 31；其余行

d = 1，与猜测一致但不足以检验）。因此在更大 N 的计算完成之前，应将其视为 R5 级别的
推测，而非有充分证据支持的猜想。

5 GF(p) 上上上的的的普普普适适适结结结构构构 [R3]

5.1 所所所有有有素素素数数数下下下的的的 N = 2 周周周期期期

我们将分析推广到一般有限域 GF(p)。二胞系统 M2 呈现基于 p 模 5 余数的普适模式：

定定定理理理 5.1 (普适 N = 2 周期模式). 设 M2 是 GF(p) 上的二胞耦合算子，p ̸= 5 为奇素数。周期
P2(p) 满足：

P2(p) |


p− 1 若 p ≡ 1 (mod 5)

p2 − 1 若 p ≡ 4 (mod 5)

p4 − 1 若 p ≡ 2, 3 (mod 5)

(9)

证明. E的特征多项式为 Φ5(x) = x4+x3+x2+x+1。Φ5在 GF(p)上的分解取决于 ord5(p)（每
个不可约因子的次数等于 p 模 5 的乘法阶）：

• 若 p ≡ 1 (mod 5)：5 | p− 1，故 Φ5 分裂为 4 个线性因子。E 的特征值位于 GF(p) 中，
周期整除 p− 1。

• 若 p ≡ 4 (mod 5)：5 | p + 1，故 Φ5 分裂为 2 个不可约二次因子。特征值位于 GF(p2)
中，周期整除 p2 − 1。

• 若 p ≡ 2, 3 (mod 5)：ord5(p) = 4，故 Φ5 不可约。特征值位于 GF(p4) 中，周期整除
p4 − 1。

对 M2，特征值即 E + I 与 E − I 的特征值。同样的扩域适用，得到所述整除性。

注注注 5.2 (特征 2 例外). 奇素数假设是必要的：当 p = 2（p | N）时，格算子 C2 变为奇异，M2

不可对角化，Jordan 因子使周期加倍：P2(2) = 2 · 15 = 30 ∤ 24 − 1 = 15（参见 5.3 节的特征 2
分析）。
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5.2 计计计算算算验验验证证证

p p mod 5 情形 P2(p) 上界

11 1 p ≡ 1 10 p− 1 = 10
31 1 p ≡ 1 30 p− 1 = 30
41 1 p ≡ 1 40 p− 1 = 40
61 1 p ≡ 1 60 p− 1 = 60
71 1 p ≡ 1 70 p− 1 = 70

19 4 p ≡ 4 180 p2 − 1 = 360
29 4 p ≡ 4 280 p2 − 1 = 840
59 4 p ≡ 4 580 p2 − 1 = 3480
79 4 p ≡ 4 780 p2 − 1 = 6240
89 4 p ≡ 4 880 p2 − 1 = 7920

2 2 p ≡ 2, 3 30 p4 − 1 = 15
3 3 p ≡ 2, 3 80 p4 − 1 = 80
7 2 p ≡ 2, 3 480 p4 − 1 = 2400
13 3 p ≡ 2, 3 560 p4 − 1 = 28560
17 2 p ≡ 2, 3 2880 p4 − 1 = 83520
23 3 p ≡ 2, 3 5280 p4 − 1 = 279840

5.3 GF(3) 的的的特特特殊殊殊作作作用用用 [R1/R3]

我们区分两个层次的极大性，并证明一个范数论必要条件。

5.3.1 范范范数数数恒恒恒等等等式式式 [R1]

引引引理理理 5.3 (ζ5 − 1 的范数). 设 ζ5 为 5 次本原单位根，α = ζ5 − 1。则

NQ(ζ5)/Q(α) =
4∏

k=1

(ζk5 − 1) = Φ5(1) = 5. (10)

证明. α 在 Q 上的共轭元为 ζk5 − 1（k = 1, 2, 3, 4）。由于 Φ5(x) =
∏4

k=1(x− ζk5 )，代入 x = 1
得 Φ5(1) =

∏4
k=1(1−ζk5 ) = 5。每个因子 (ζk5 −1) = −(1−ζk5 )，且 (−1)4 = 1，故乘积为 5。

命命命题题题 5.4 (本原性的必要条件). 设 p ̸= 5 为素数，Φ5 在 GF(p) 上不可约，ᾱ ∈ GF(p4) 为
α = ζ5 − 1 的像。若 ᾱ 是 GF(p4)∗ 的本原元（即 ord(ᾱ) = p4 − 1），则

ordp(5) = p− 1, (11)

即 5 是模 p 的本原根。

证明. 范数映射 N : GF(p4)∗ → GF(p)∗ 满足 N(β) = β1+p+p2+p3。由于 N 是满同态且 ᾱ
生成 GF(p4)∗，像 N(ᾱ) 生成 GF(p)∗，即 ord(N(ᾱ)) = p − 1。由范数恒等式（模 p 约
化），N(ᾱ) = 5 ∈ GF(p)。故 ordp(5) = p− 1。

验验验证证证。。。 在 p ≡ 2, 3 (mod 5) 类中所有素数 p ≤ 113 内：

• 5 是模 p 的本原根，对 p ∈ {2, 3, 7, 17, 23, 37, 43, 47, 53, 107, 113}（11 个素数）。

• 必要条件零零零反反反例例例：不存在 ᾱ 为本原元而 5 不是模 p 本原根的素数。

• 然而该条件不不不充充充分分分：11 个候选中 p = 7, 17, 23, 37, 43, 47, 53, 107, 113 均有 ord(ᾱ) < p4 −
1。
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5.3.2 两两两个个个层层层次次次的的的极极极大大大性性性 [R3]

定定定理理理 5.5 (GF(3) 的极大性——精细分析，已对 p ≤ 113 验证). 设 p ̸= 5 为素数，Φ5 在 GF(p)
上不可约，p ≤ 113。
第第第 1 层层层（ᾱ 在 GF(p4)∗ 中本原）：成立当且仅当 p ∈ {2, 3}：

p p4 − 1 ord(ᾱ) = ord(E − I) 本原？

2 15 15 ✓
3 80 80 ✓
7 2400 480 ×（间隙 = 5）

13 28560 560 ×（间隙 = 51）

17 83520 2880 ×（间隙 = 29）

23 279840 5280 ×（间隙 = 53）

第第第 2 层层层（M2 达到周期 p4 − 1）：在在在素素素数数数 p ≤ 113 中中中唯唯唯一一一对对对 p = 3 成成成立立立。

证明. 第 1 层对所有这样的 p ≤ 113 已计算验证。对第 2 层，两个层次恰在 p = 2 处分叉：在
GF(2) 上 E − I = E + I（因 −1 ≡ 1），而对角化矩阵

P =

(
I I
I −I

)
, P 2 = 2 I8, (12)

在 GF(2) 上奇异（detP = ±16 ≡ 0 (mod 2)）。故 M2 在 GF(2) 上不可对角化；它获得一
个使周期加倍的 Jordan 块：ord(M2) = 2 · 15 = 30 > 15 = 24 − 1。对所有奇 p，P 可逆，
且 ord(M2) = lcm(ord(E + I), ord(E − I)) = p4 − 1 恰在 p = 3 时成立；最后这一断言对所有
p ≤ 113 已验证（其是否对所有素数成立为开放问题 3）。

注注注 5.6. 对奇 p，周期公式 ord(M2) = lcm(ord(E+I), ord(E−I))已对 p = 3, 7, 11, 13, 17, 19, 23
验证。该精细分析通过特征 2 Jordan 结构解释了 p = 2 处的唯一反常，而非将其视为无法解释
的反常。

注注注 5.7. p = 3 为何是 ᾱ 本原的唯一奇素数仍属开放。范数恒等式将搜索归约到 5 为本原根的
素数（该集合在所有素数中密度为

∏
q(1−

1
q(q−1)) ≈ 0.374，条件于 Artin 猜想），但在 ≤ 113

的 11 个此类候选中仅 p = 3 成功——失败率 9/11。证明这样的素数是否有无穷多个，或 p = 3
是否真正孤立，似乎需要超出初等代数数论的工具（参见 7.3 节开放问题 3）。

5.4 GF(p) 上上上一一一般般般 N：：：紧紧紧密密密性性性结结结构构构 [R2/R3]

通用界通过阶函数推广到任意 GF(p) 上的一般 N。记 ord5(p) 为 p 模 5 的乘法阶（支配 ζ5 的
域），ordN (p) 为 p 模 N 的阶（支配 ζN 的域，当 p ∤ N 时有定义）。

命命命题题题 5.8 (一般上界). 若 p ∤ N，则

P (N, p) | plcm(ordN (p), ord5(p)) − 1. (13)

若 N = pa ·m 且 p ∤ m，p-部分贡献额外因子 pa：

P (N, p) | pa ·
(
plcm(ordm(p), ord5(p)) − 1

)
. (14)

草证. 当 p ∤ N：ζN ∈ GF(pordN (p))，ζ5 ∈ GF(pord5(p))，故 E + λkI 的每个特征值 λk + ζj5 落在
GF(plcm(ordN (p),ord5(p))) 中，其乘法群具有所述阶。当 p | N：分圆多项式 ΦN 在特征 p 下退化
（因 Xpa − 1 = (X − 1)p

a
），将 ζN 分裂为 p-部分（平凡）与 p-素部分 ζm。以 m 的倍数编

号的 Fourier 模产生共振，其 Jordan 贡献将周期乘以 pa。（精确的 Jordan 机制同定理 5.5 中
p = 2 的分析。）
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紧紧紧密密密性性性数数数据据据。。。 该界经常被达到：

GF(p) N 界 plcm − 1 实测 紧？

3 2, 4, 5, 8, 10 34 − 1 = 80 80 ✓
3 3, 6, 9, 12 34 − 1 = 80 240, 240, 720, 240 ×（因子 3v3(N)）

7 3, 4, 6, 8, 10 74 − 1 = 2400 2400 ✓
7 2 74 − 1 = 2400 480 ×（间隙 = 5）

7 5 74 − 1 = 2400 1200 ×（间隙 = 2）

注注注 5.9. 得出两条结构性教训。(i) GF(3) 的“唯一极大性”仅是二胞系统的性质：对更大的
N，GF(7) 同样达到 p4 − 1（如在 N = 3, 4, 6, 8, 10）。(ii) 在 GF(3) 上，间隙模式完全由
3-adic 赋值解释——这正是定理 4.1 的耦合周期公式 P (N) = 3b(3L − 1)，现可视为 3-素基周期
3L − 1 乘以特征 3 Jordan 因子 3b。

6 N = 62 情情情形形形：：：248 维维维与与与 E8 数数数值值值巧巧巧合合合 [R2–R4]

6.1 维维维数数数对对对应应应 [R2]

N = 62 ⇒ dim(M62) = 4× 62 = 248 = dim(E8) (15)

这是构构构造造造必必必然然然性性性（我们选取了 4 维胞与 62 个胞）。

6.2 Coxeter 数数数对对对应应应 [R2]

φ(62) = φ(2)× φ(31) = 1× 30 = 30 = h(E8) (16)

其中 h(E8) = 30 是 E8 的 Coxeter 数。

6.3 精精精确确确周周周期期期 [R2/R3]

对 N = 62 = 2× 31：

• ord62(3) = lcm(ord2(3), ord31(3)) = lcm(1, 30) = 30

• ord5(3) = 4，故 lcm(ord62(3), ord5(3)) = lcm(30, 4) = 60

• 一般上界（命题 4.8）：P (62) | 360 − 1

我们在复合域 GF(360) = GF(34)[u]/(ψ(u)) 中计算了精精精确确确周周周期期期，其中 ψ 是 2 cos(2π/31) 在
GF(3) 上的极小多项式（次数 15，已验证不可约）：

ψ(u) = u15 + u14 + u13 + 2u12 + 2u9 + 2u2 + u+ 2 (系数在 GF(3) 中). (17)

M62 的 62 个特征值轨道约化为四个代表元，它们在 GF(360)∗ 中的阶为：

轨道 特征值 GF(360)∗ 中的阶 素因子分解

k = 0（λ = 2） 2 + ζ5 80 24 · 5
k = 31（λ = −2） 1 + ζ5 40 23 · 5
偶对（15 轨道） u+ ζ5 (360 − 1)/7 24 · 52 · 112 · 13 · 31 · 61 · 73 · 271 · 1181 ·

4561 · 47763361
奇对（15 轨道） −u+ ζ5 (360 − 1)/2 23 · 52 · 7 · 112 · 13 · 31 · 61 · 73 · 271 · 1181 ·

4561 · 47763361

偶轨道与奇轨道互互互补补补：偶轨道缺少因子 7 但带 24；奇轨道带 7 但仅有 23。两者的最小公倍
数恢复了整个群的阶。
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定定定理理理 6.1 (M62 的精确周期). N = 62 耦合系统在 GF(3) 上达到最最最大大大可可可能能能周周周期期期：

P (62) = 360 − 1 = 42,391,158,275,216,203,514,294,433,200 ≈ 4.24× 1028 (18)

验证方式：(i) 如上在 GF(360) 中直接计算；(ii) 矩阵幂验证 M360−1
62 = I 且对所有十二个素因

子 q 有 M
(360−1)/q
62 ̸= I，即

q ∈ {2, 5, 7, 11, 13, 31, 61, 73, 271, 1181, 4561, 47763361}. (19)

验证可由配套脚本 verify 62 orders.py 复现（GF(34)⊗GF(315) 上的精确双变量算术，无浮
点）。

作为比较，中间情形 N = 31 有

P (31) =
360 − 1

7
≈ 6.06× 1027, (20)

缺少 N = 62 的奇对轨道所提供的因子 7。因此 N = 31 → N = 62 的过渡将周期从近极大补全
为极大。

注注注 6.2 (与 N = 2 的极大性平行). 这与二胞情形完全平行：P (2) = 34 − 1 = |GF(34)∗| 是特征
值域的整个群的阶；对 N = 62，P (62) = 360 − 1 = |GF(360)∗| 同样是整个群的阶。系统维数
248 与周期界 360 − 1 是这一极大机制的两大独立数值标志。

6.4 迹迹迹模模模式式式分分分析析析 [R3]

迹模式 tr(Mk
62) (mod 3)（k = 1, . . . , 60）没有简单周期性，在 {0, 1, 2} 上近似均匀分布。

6.5 诚诚诚实实实度度度标标标注注注 [R4/R5]

论论论断断断 级级级别别别 说说说明明明

248 = 248 R2 构造必然性
30 = 30 R2 数论恒等式

P (62) = 360 − 1 R2/R3 精确周期：GF(360) 中的结构性推导 + 直接矩阵验证
迹模式分析 R3 计算验证，无结构性解释

P (31) = (360 − 1)/7 R2/R3 具互补轨道结构的精确周期
E8 联系 R4 启发式类比，无已知同构
结构同构 R5 开放问题

核核核心心心问问问题题题：：： 是否存在从 N = 62 系统到 E8 的自自自然然然映映映射射射（函子、表示或同构）？
这是一个需要新数学工具的开开开放放放问问问题题题。

7 讨讨讨论论论

7.1 与与与已已已有有有工工工作作作的的的关关关系系系

我们的结果位于有限域线性动力学的一条成熟研究脉络之内；我们显式记录这种关系，既包括
承继之处，也包括区别之处。
线线线性性性元元元胞胞胞自自自动动动机机机与与与周周周期期期分分分叉叉叉。。。 Barbé 与 von Haeseler [5] 分析了有限域上线性元胞自动机

的轨道，建立了轨道周期以特征 p 的因子倍数增长的普适分叉现象（周期的 p-重分叉）。我们
在 P (N) = 3b(3L − 1) 中的 Jordan 因子 3b 是这一现象的块矩阵类比：扩大 N 的 3-adic 部分
通过格算子的幂零（Jordan）结构将周期乘以 3 的幂，而非通过轨道分裂。
有有有限限限域域域 CA框框框架架架。。。 Vivaldi [6]给出了有限域上元胞自动机的基础性分析，Martin–Odlyzko–

Wolfram [7] 与 Jen [8] 通过有限域上的多项式与递归序列发展了加性元胞自动机的代数理论。
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我们的算子 MN = IN ⊗E +CN ⊗ I4 是一个具有双尺度结构的块循环线性元胞自动机（GF(3)4

上的胞算子 E 与环-Laplacian CN 的张量积）。我们使用的离散 Fourier 对角化是该文献中的
标准工具，应用于一个具体的新对象；不标准的是由此产生的周期算术及其对 N 的分圆数据
的依赖。特别地，Vivaldi 的框架将一维周期线性 CA 的状态空间认同为 GF(qN )，其动力学为
GF(q)-线性多项式映射；我们的 MN 正是这一范式的双尺度实例（GF(3)4 上的胞算子与环算
子 CN 的张量积）。

Ducci 序序序列列列与与与分分分圆圆圆阶阶阶。。。 Breuer、Lötter 与 van der Merwe [9] 用单位根的乘法阶——特别
是形如 ζ + ζ−1 的元素的阶——表达了 Ducci 型差分映射的周期，其舞台为有限域与分圆环。
我们的特征值 λk = 2 cos(2πk/N) = ζkN + ζ−k

N 将耦合周期公式置于同一分圆阶范式之中：周期

由 λk + ζj5 在 GF(3L)∗ 中的阶支配，即单位根之和的乘法阶，而今处于耦合设定之下，并带有
额外的特征 3 Jordan 因子。
时时时间间间动动动力力力学学学、、、不不不动动动点点点与与与 zeta 函函函数数数。。。 Byszewski 与 Cornelissen [10] 建立了多频带线性元胞

自动机与有限域上代数向量群自同态之间的对应，并由此推出第 n 次迭代不动点数的 p-adic 赋
值公式、Artin–Mazur 动力学 zeta 函数的二分性，以及周期轨道数的渐近公式。这是线性 CA
文献中对时间演化最系统的“过程级”处理。我们的分析与之互补：我们固定一个具体的双尺度
算子 MN 并确定其精确通用周期，而非结构性的不动点与轨道计数公式。在他们的框架内计算
我们具体的 MN 的不动点序列或 zeta 函数，是自然的未来工作（见下述开放问题 9）。
素素素数数数幂幂幂模模模下下下的的的周周周期期期增增增长长长。。。 Mendivil 与 Patterson [11] 证明了：对 Z/NZ 上素数幂模的线性

元胞自动机，当模从 pk 过渡到 pk+1 时，“大多数”轨道的周期长度增长 p 倍。我们的 Jordan
因子 3b 是精确的特征 3 类比——系统规模的 3-adic 部分增大使周期乘以 3 的幂——并有两处
强化：该因子对通用轨道周期（而非“大多数”轨道）成立，且增长被证明来自格算子的显式幂
零指数（定理 4.1 第 3 步）。
极极极大大大周周周期期期序序序列列列。。。 GF(q) 上的极大周期线性递归序列是经典内容 [1]。我们的情形 P (2) =

34 − 1 与 P (62) = 360 − 1 在特征值域 GF(34)∗ 与 GF(360)∗ 层面展现出极大阶：耦合系统在特
征值一侧实现了本原元（极大阶）现象，这正是这些情形在结构上与众不同的原因。
与与与标标标准准准有有有限限限域域域线线线性性性代代代数数数的的的区区区别别别：：：

• 单胞 E 算子：标准结果（Φ5 的友矩阵）

• 多胞耦合 MN：新新新对对对象象象——耦合周期公式是新的数学结果（方法经典，对象与周期算术
是新的）

• GF(p) 上的普适模式：新新新观观观察察察——对 p mod 5 的依赖是新颖的结构性质

• GF(3) 的极大性：新新新发发发现现现——p = 3 是唯一达到二胞极大周期的素数（已检验至 p =
113），其机制为范数恒等式 N(ζ5 − 1) = 5

增增增量量量贡贡贡献献献小小小结结结。。。 算子 MN = IN ⊗ E + CN ⊗ I4 本身即是上述经典框架内的标准双尺度块
循环构造。本文的增量贡献在于：(a) 5-光滑 N 的精确周期算术 P (N) = 3b(3L − 1) 及其显式
的特征 3 Jordan 机制；(b) GF(p) 上普适的 p mod 5 模式与经由范数恒等式 N(ζ5 − 1) = 5 的
GF(3) 极大性；以及 (c) 精确的 N = 62 计算 P (62) = 360 − 1 与完整的特征值-阶表。其余一切
均为经典内容。

7.2 物物物理理理意意意义义义（（（诚诚诚实实实度度度标标标注注注 R4/R5）））

我们不声称本工作有直接物理应用。与 E8 的数值巧合留待未来研究，它可能是巧合，也可能
是更深数学结构的显现。

7.3 开开开放放放问问问题题题

1. 证证证明明明耦耦耦合合合周周周期期期猜猜猜想想想：：： 建立一般 N 的 P (N) 精确公式。

2. 确确确定定定 d(N)：：： 找出猜想公式中分母的通用表达式。
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3. 解解解释释释 GF(3) 的的的极极极大大大性性性：：： 为什么 p = 3 是 ζ5 − 1 在 GF(p4) 中本原的唯一奇素数？范
数恒等式（引理 5.3，命题 5.4）表明 5 必须是模 p 的本原根（在 Artin 猜想下密度
≈ 0.374），但在 ≤ 113 的 11 个候选中仅 p = 3 成功。这类素数中的成功率是否为正（有
无穷多个），还是 p = 3 是孤立的？这是针对特定代数整数 ζ5 − 1 的 Artin 本原根猜想的
有限域类比。

4. 结结结构构构同同同构构构问问问题题题：：： M62 是否与 E8 的某个离散子群存在严格同构？

5. 耦耦耦合合合强强强度度度相相相变变变：：： 是否存在临界耦合强度 c∗，使系统从周期 5 的独立行为转变为涌现的集
体复杂周期？

6. 其其其他他他耦耦耦合合合拓拓拓扑扑扑：：： 线耦合、全连接耦合与二维格点耦合的动力学如何？

7. GF(p) 上上上的的的一一一般般般 N：：： N = 2 的普适模式能否推广到 GF(p) 上的一般 N？（对 GF(3) 已
有部分回答：界 plcm(ordN (p),ord5(p)) − 1 的紧密性常见但不普适，参见 5.4 节。）

8. 极极极大大大周周周期期期 N 的的的分分分类类类：：：对哪些 N 有 P (N) = 3lcm(ordN (3),4)−1？已知：所有 5-光滑 N（定
理 4.1，包括严格无穷族 N = 2ε3b），以及 d = 1 的 N = 7, 11, 13, 62（注 4.10）。非极
大：N = 17（d = 13124），N = 31（d = 7）。是什么刻画了 N = 62 处所见产生极大性
的互补轨道对？

9. 瞬瞬瞬态态态与与与时时时空空空结结结构构构：：：单胞的瞬态为零（注 2.4），且 5-光滑 N 的 MN 精确通用周期已知；
但非可逆变体（例如极小多项式可约的胞算子）的瞬态结构，以及耦合系统的时空图几
何——秉承 [5] 的竖直周期分析与 [10] 的不动点/zeta 函数框架——仍未被研究。

8 结结结论论论

本文建立了有限域上多胞系统的耦耦耦合合合周周周期期期公公公式式式：

1. 对 GF(3) 上的 N = 2a × 3b × 5c（单位耦合 c = 1），通用轨道周期为 P (N) = 3b × (3L −
1)，L = lcm(ord2a(3), ord5c(3), 4)，在验证范围内精确（26/26 验证通过，定理 4.1）。

2. 我们发现了基于 p mod 5 的二胞周期普普普适适适模模模式式式（定理 5.1）：

• p ≡ 1 (mod 5)：周期整除 p− 1

• p ≡ 4 (mod 5)：周期整除 p2 − 1

• p ≡ 2, 3 (mod 5)：周期整除 p4 − 1

3. GF(3) 被区分为唯唯唯一一一素素素域域域（已检验至 p = 113），达到二胞极大周期 p4 − 1 = 80（定理
5.5）。我们证明了范范范数数数恒恒恒等等等式式式 N(ζ5 − 1) = 5（引理 5.3），由此得到 5 必为模 p 本原根
的必要条件（命题 5.4，在 p ≤ 113 内零反例），并通过特征 2 Jordan 结构解决了 p = 2
的反常。

4. 我们提出了针对一般 N 精确周期的耦耦耦合合合周周周期期期猜猜猜想想想。

5. 当 N = 62 时，系统维数为 248——与 dim(E8) 的数值巧合，按第 6.5 节归类为 R4，本
文仅将其作为巧合陈述。精确周期为 P (62) = 360 − 1 ≈ 4.24× 1028，即 GF(360)∗ 中的最最最
大大大可可可能能能阶——与二胞情形 P (2) = 34 − 1 = 80 同属极大机制。

核核核心心心贡贡贡献献献：：：

1. 耦合周期公式（GF(3) 上 N = 2a × 3b × 5c，精确形式 P (N) = 3b(3L − 1)，L =
lcm(ord2a(3), ord5c(3), 4)）的结构性证明——在验证范围内对最终特征值-阶断言附有
计算认证（单位耦合 c = 1；验证范围内精确，26/26 验证通过）
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2. 严严严格格格无无无穷穷穷族族族：：： 对所有 b ≥ 0、ε ∈ {0, 1} 有 P (2ε3b) = 80 · 3b，证明仅依赖单次有限计算
（GF(34)中 ord(ζ5−1) = 80，经由 (ζ5−1)40 = −1与 (ζ5−1)16 = ζ35），无需逐 N 验证

3. 发现基于 p mod 5 的 GF(p) 上普适 N = 2 周期模式

4. 证明 GF(3) 是唯一（已检验至 p = 113）达到二胞极大周期的素域，包括范数恒等式
N(ζ5 − 1) = 5 与 p = 2 处的特征 2 Jordan 分析

5. N = 62 周周周期期期的的的精精精确确确计计计算算算：：： P (62) = 360 − 1（极大），并给出互补轨道结构 P (31) =
(360 − 1)/7——在 GF(360) 中结构性验证，并对全部十二个素因子作直接矩阵幂验证

6. 提出针对一般 N 的耦合周期猜想
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