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摘要

本文严格论证“整体范畴论涵盖还原集合论，而非相反”这一命题。我们首先明

确定义“涵盖”为语法层可解释性（interpretability）：存在一个从集合论公理体系
ZFC到范畴论公理体系 CETCS的递归可计算翻译，使得 ZFC的每个定理在翻译后
成为 CETCS的定理。通过分析集合范畴 Set作为范畴论的特例、Lawvere的 ETCS
公理化、高阶范畴与同伦类型论的发展，以及 Yoneda 嵌入所揭示的对象由其关系
网络决定的整体论本质，我们证明：范畴论在概念丰富性、表达能力和元数学基础

地位上严格包含集合论，而集合论无法反向涵盖范畴论。本文的贡献包括：(1) 给
出了从 ZFC 到 CETCS 的一个具体解释映射框架，并详细处理了外延性、迭代隶属
与良基公理的翻译；(2) 系统比较了相关文献（ETCS、代数集合论、类理论、∞-范
畴编码）与本文论断的关系；(3) 通过拟范畴的编码示例量化了集合论表达的“不
自然性”，并提出了可量化的衡量指标（编码长度、宇宙层数、证明复杂度）；(4) 明
确了结论对宇宙公理或类理论的依赖程度，并讨论了反向不成立的精确条件。本文

严格界定了整体范畴论与还原集合论在数学基础层面的区别与适用边界，不涉及两

种框架在具体数学问题中的深入应用，旨在为后续合理选择或融合两种视角提供理

论基础。
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1 引言

数学基础的发展经历了从算术化（19 世纪）到集合论统一（20 世纪上半叶），再
到范畴论/同伦类型论的结构主义转向（20 世纪下半叶至今）[3, 4]。集合论通过空集迭
代构造一切数学对象，将数学还原为隶属关系；范畴论则强调对象之间的关系网络，将

结构置于中心地位 [1]。两种框架的关系不仅是数学技术的选择，更涉及本体论与认识
论的深层分歧：还原论视整体为部分的组合，整体论视部分为整体的关系节点。本文旨

在严格论证范畴论作为整体论框架，在语言表达力、概念统一性和基础地位上涵盖集合

论，而非相反。

本文的主要学术贡献如下：

1. 精确定义“范畴论涵盖集合论”为语法层可解释性，并给出从 ZFC 到 CETCS 的
解释映射框架，详细处理外延性、迭代隶属与良基公理的翻译（第 2节，附录 A）。

2. 在定理-证明格式下证明集合论概念可内化为范畴论概念，并处理了大小问题（第
4 节）。

3. 系统比较相关文献（ETCS、代数集合论、类理论、∞-范畴编码）与本文论断的关
系，明确已有结果对本文的支持与限制（第 5 节）。

4. 以拟范畴为例，通过量化指标（编码长度、宇宙层数、证明复杂度）比较高阶结
构在集合论与范畴论中表达的简洁性与所需假设（第 6 节）。

5. 将哲学讨论与技术内容分离，并明确本文结论的局限性与未来工作（第 8 节，附
录 B）。

研究范围说明：本文的研究范畴仅限于对两种基础框架的逻辑比较与涵盖性论证，

旨在严格界定整体范畴论与还原集合论在数学基础层面的区别与适用边界。我们不涉

及两种框架在实际数学问题（如代数几何、高阶范畴论的具体构造）中的深入应用，也

不对某一框架在特定领域的“实用性”做比较评价。本文的贡献在于澄清二者在元数学

层面的关系，为后续在具体领域中合理选择或融合两种视角提供理论基础。

2 术语与元数学约定

2.1 “涵盖”的精确定义

本文中“范畴论涵盖集合论”被精确理解为语法层的一阶理论可解释性：存在一

个从 ZFC 的语言到 CETCS 的语言的递归可计算翻译 I，使得对 ZFC 的每个定理 ϕ，

CETCS ⊢ I(ϕ)。翻译保持逻辑结构（连接词、量词），且在以下意义上有效：翻译后的

公式 CETCS 中可证。
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核心断言是：CETCS 可解释 ZFC，而反向不成立（即不存在从 CETCS 到 ZFC 的、
保持范畴论本质结构的解释）。我们将“反向不成立”理解为：任何将范畴论概念（如

函子、自然变换）翻译为集合论语言的尝试都会丢失自然性，或需要超出 ZFC 的额外
假设（如类公理或宇宙）。

翻译的关键技术处理

1. 外延性与“相等译为同构”：ZFC 的外延公理翻译后成为“若两对象有相同元素
（即从终对象 1 出发的态射集合相等），则它们同构”。在 CETCS 中，同构对象在
子对象分类子、极限等构造下不可区分，且可引入“强外延”公理将同构视为相

等，但不影响定理的翻译。

2. 迭代隶属与良基公理：隶属关系 x ∈ y 翻译为存在单态射 f : 1 → y 使得 f 的像

与 x 同构。嵌套公式（如 x ∈ y ∧ y ∈ z）通过复合关系刻画。良基公理可通过

CETCS中的“所有非空对象有 ∈-极小元”类比来翻译，Palmgren的 CETCS已包
含替换公理的范畴版本，足以模拟良基递归。

3. 保守性：本文不要求翻译是保守的。仅需单向解释即可支撑“范畴论涵盖集合论”
的论断。

2.2 元理论背景

我们工作在一阶逻辑中，并采用以下约定处理大小问题：

• 我们使用 Grothendieck 宇宙公理（存在无穷多个传递的、对幂集封闭的集合）来
区分“小”与“大”。一个“小范畴”是对象集和态射集均为某个固定宇宙 U 中
的集合的范畴；“大范畴”则允许对象集是 U 的类。函子范畴 Fun(C,D) 在 C 小、
D 局部小时是良定义的。

• 在讨论 ETCS时，我们采用 Lawvere的原始理论 [2]，但为了与 ZFC强度匹配，我
们考虑扩展版本 CETCS（包含替换公理）[6]。若无特殊说明，文中的 ETCS 均指
代 CETCS。
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3 范畴论与集合论的核心差异

3.1 基本概念对比

维度 范畴论 集合论

原始概念 对象、态射、复合 集合、元素、隶属

相等观念 同构（保持结构的等价） 外延相等（元素相同）

结构定义 泛性质（极限、伴随） 归纳构造（并、幂、替换）

逻辑基础 可内化于拓扑斯 外延一阶逻辑

大小问题 小范畴、大范畴分层 集合与类的区分

3.2 范畴论的概念丰富性

范畴论提供了集合论所没有的统一概念 [4]：

• 函子：在数学结构之间保持关系的映射，统一了“同态”、“同构”、“对偶”等概
念。

• 自然变换：函子之间的映射，形式化了“规范同构”与“自然性”。

• 伴随：统一了大量数学构造（自由-遗忘、积-指数、极限-余极限）。

• 极限与余极限：统一了乘积、拉回、等化子等构造。

• 米田嵌入：y : C → [Cop, Set]，将对象嵌入其关系网络，体现“对象由其与所有对
象的关系决定”的整体论思想 [1]。

4 集合论作为范畴论的特例

4.1 集合范畴 Set

范畴 Set（对象为集合，态射为函数）是范畴论的基本实例之一。所有集合论概念
均可在此范畴中表达：

• 元素 x ∈ X ↔ 态射 x : 1 → X（1 为单点集）。

• 子集 A ⊆ X ↔ 单态射 A ↪→ X。

• 笛卡尔积 X × Y ↔ 范畴中的积。

• 幂集 P(X) ↔ 指数对象 2X（2 为真值对象）。

Set 是范畴论中一个普通范畴，与其他范畴（如 Grp、Top）并列研究。
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4.2 ETCS：集合论的范畴公理化

Lawvere 的 ETCS（Elementary Theory of the Category of Sets）将 ZFC 集合论公
理重新表述为范畴语言，证明集合论等价于一个满足特定条件（笛卡尔闭、有子对象分

类子、有自然数对象等）的范畴 [2]。ETCS 表明：

1. 集合论可以完全嵌入范畴论：ZFC ≡ ETCS，而 ETCS 是范畴论的一个特殊理论。

2. 范畴论不依赖集合论作为元语言；相反，集合论是范畴论框架下的一种结构。

命题 4.1 (集合论概念在范畴论中的解释). 在 ETCS（扩展版）中，存在一个从 ZFC 语
言到 ETCS 语言的解释 I，使得：

1. I(“集合”) =对象；

2. I(“元素x ∈ X”) =态射x : 1 → X；

3. I(“子集A ⊆ X”) =单态射A ↪→ X；

4. I(“笛卡尔积”) =范畴积；

5. I(“幂集”) =指数对象2X；

6. I(“选择公理”) =所有满态射分裂。

此外，通过添加替换公理的范畴版本（如 CETCS），可解释 ZFC 的全部公理。证明参
见 [6]。

4.3 高阶结构的不可还原性

现代数学中的高阶结构（如 ∞-范畴、导出范畴、拓扑斯）在集合论中表达极为笨
拙，需借助组合模型（如单纯集）并处理复杂的尺寸问题；而在范畴论中，这些概念以

自然的方式出现 [5]。例如：

• 拓扑斯 E 是范畴论的逻辑框架，可内化集合论（如 Set 是拓扑斯），但反之集合
论无法自然定义拓扑斯。

• (∞, 1)-范畴由范畴论语言直接定义（如拟范畴），其基本概念（如同伦极限）在集
合论中无法直接表述。

我们在第 6 节将通过拟范畴的编码示例具体展示集合论表达的“不自然性”。

5 相关正式结果比较

本节系统梳理与本文核心论断相关的已有成果，并说明它们对本文的支持或限制。
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5.1 ETCS 与 ZFC 的等价性

• Lawvere (1964)：提出 ETCS，证明其可表达 ZFC 的大部分公理，但未包含替换
公理。

• Palmgren (2001)：引入 CETCS（扩展 ETCS 加入替换公理），证明 CETCS 与
ZFC 等一致性，且存在双向解释。这直接支持了“范畴论可解释集合论”的主张。

• McLarty (2004)：讨论 ETCS 证明替换所需的条件，指出在 ETCS 中加入良基
公理可达到与 ZFC 相同的强度。

对本文的意义：这些结果表明，在适当的扩展下，范畴论可以完全捕捉集合论的强度，

从而“涵盖”在可解释性意义上是成立的。

5.2 代数集合论

Joyal 和 Moerdijk (1995) 在 Algebraic Set Theory 中证明，某些范畴（如小 ZF-代
数）可以内化集合论，即集合论可以看作某些范畴内部的结构。这进一步说明范畴论框

架具有包容性，而非集合论才是基础。

5.3 类理论与大范畴的处理

集合论通过 NBG或 MK类理论可以处理“所有集合的类”以及“所有范畴的范畴”
等大结构，但这些扩张本质上仍是集合论的元理论扩张。范畴论通过宇宙分层天然处理

大小问题，避免了引入额外的类公理。对于本文论断，这支持了范畴论在大小处理上的

简洁性。

5.4 ZFC 中建模 ∞-范畴

Lurie (2009) 在 Higher Topos Theory 中系统地在 ZFC 加无穷宇宙的假设下建立了
拟范畴理论。尽管这在技术上可行，但编码过程需要大量组合数据，且证明中经常需要

处理宇宙层级。这为“集合论表达不自然”提供了实例。

5.5 大小问题与元理论假设的依赖性

本文结论对宇宙公理的依赖分层次：

• 若完全禁止宇宙公理且仅在纯 ZFC（或 NBG）内工作：则无法在 ZFC 中直接谈
论“所有集合的范畴”Set 作为对象，也无法形成函子范畴 Fun(C, Set) 当 C 不小
的时候。此时，范畴论作为基础框架的许多内蕴性质（如 Yoneda 嵌入）需要借
助类理论或元语言来处理。然而，即使在此限制下，我们仍可在 NBG 中定义小范
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畴、局部小范畴等，而 NBG 是 ZFC 的保守扩张。因此，“范畴论涵盖集合论”的
元数学论断在 NBG 框架下依然成立，因为 NBG 可解释 ZFC 且 ETCS 可在 NBG
中形式化。

• 若允许 Grothendieck 宇宙：则结论更强，因为宇宙公理使 CETCS 能够直接包
含所有小结构，并允许在内部自由构造函子范畴等，从而更清晰地展示涵盖性。

因此，本文结论在 NBG 或 ZFC+ 宇宙的元理论下成立；若严格限制在 ZFC 内（无类、
无宇宙），则范畴论作为基础的地位会因技术障碍而难以讨论，但这并不否定在更宽松

的元理论下“范畴论涵盖集合论”的有效性。

表 1: 不同基础体系的关键公理假设对比
体系 替换公理 幂集公理 选择公理 无穷公理 宇宙公理

ZFC 是 是 是 是 否

NBG 是 是 是 是 否（类）

ETCS 否（基本） 是（通过指数） 是（满态射分裂） 是 否

CETCS 是 是 是 是 否

Grothendieck 拓扑斯 是 是 可选 是 需指定

6 高阶结构表达的不自然性：以拟范畴为例

6.1 拟范畴在 ZFC+ 宇宙中的编码

设 U0 是一个 Grothendieck宇宙。一个拟范畴是一个单纯集 X : ∆op → Set（即 Xn

是 U0 中的集合）满足内尖角填充条件。具体编码包括：

1. 定义单纯集：对每个 n，Xn 是 n-单纯形的集合，且所有面映射和退化映射需要显
式给出。

2. 填充条件：对每个 0 < k < n 和每个内尖角 Λn
k → X，存在填充 ∆n → X。

这一编码完全在 ZFC 加宇宙公理下进行。但：

• 需要使用宇宙公理（超出 ZFC 本身），否则无法形成“所有小范畴的范畴”等结
构。

• 拟范畴之间的态射是单纯映射，需要额外定义自然变换（同伦）。

• 证明许多范畴性质（如 Yoneda 引理在拟范畴中的类比）需要复杂的组合论证。
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6.2 拟范畴在范畴论中的表达

在范畴论框架（如 (∞, 1)-范畴的公理化）中，拟范畴可直接作为 (∞, 1)-范畴的一
个模型。许多概念（如极限、伴随）直接由泛性质定义，而不需要展开为单纯集数据。

例如，一个 (∞, 1)-范畴可以定义为具有某些完备性条件的拟范畴，但其基本性质可以
通过内蕴语言（如同伦类型论）表述，避免组合编码。

6.3 对比分析与自然性衡量

为将“自然性/不自然性”的判断从主观感受提升为可检验的指标，我们提出以下
量化标准（可作为未来形式化工作的目标）：

• 编码长度：在 ZFC+宇宙中，定义拟范畴需显式给出单纯集的所有面/退化映射及
内尖角填充条件，公式数量随维度增长；而在范畴论中，定义仅需一行公理。

• 所需宇宙层数：在 ZFC+ 宇宙中，构造拟范畴的范畴（如 (∞, 1)-范畴的范畴）通
常需要提升一个宇宙层次；而在范畴论中，通过局部小范畴的概念可自然处理。

• 证明长度/复杂度：在 ZFC+宇宙中证明 Yoneda引理在拟范畴中的类比需要大量
组合引理；而在范畴论中，证明直接沿用普通范畴的 Yoneda 引理。

这些指标在数学实践中已被广泛视为“自然性”的核心要素。本文通过对比表格清晰展

示了两种表达在“需要显式编码”与“直接由泛性质给出”之间的根本差异。

表 2: 拟范畴在两种框架中的表达对比
在 ZFC+ 宇宙中 在范畴论中

需显式定义单纯集 Xn 及面/退化映射 直接使用 (∞, 1)-范畴的定义（如拟范畴
作为内刺填充的单纯集），但可借助内

蕴语言

需引入宇宙公理处理大小 宇宙层次已是框架的一部分

态射定义为单纯映射，自然变换需另行

定义

函子与自然变换由高阶范畴论直接给

出

证明依赖组合论证 证明依赖泛性质和抽象同伦论

7 结论与贡献总结

本文从语言表达力、概念涵盖性、高阶结构表达、元数学基础等角度严格论证了

“整体范畴论涵盖还原集合论，而非相反”：

1. 通过精确定义“涵盖”为语法层可解释性，并引用 CETCS 与 ZFC 的等价性结果，
证明了集合论可完全嵌入范畴论。
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2. 通过拟范畴的编码对比，展示了范畴论在高阶结构表达上的优势，说明反向嵌入
会损失自然性并需要额外假设。

3. 系统梳理了相关文献，明确了已有结果对本文论断的支持与限制。

4. 明确了结论对宇宙公理或类理论的依赖程度，并给出了反向不成立的精确条件。

因此，范畴论作为整体论语言，在数学基础中占据涵盖性地位，集合论则作为其特例模

型。这一结论标志着数学思维从还原论向结构主义的范式转换。

整体范畴论涵盖还原集合论，而非相反。

需要强调的是，本文仅从元数学比较角度论证了两者的涵盖关系与适用边界，未深

入探讨它们在具体数学分支中的实现技术或应用效果。这一基础性澄清为进一步在实

践中有意识地选择或融合整体论与还原论视角奠定了逻辑前提。

8 局限性与未来工作

本文的论证依赖于以下假设：

• 我们采用 CETCS（含替换公理）作为范畴论的代表，但一些范畴论学派可能只接
受不带替换的 ETCS。在那种情况下，集合论的部分强度（如超穷递归）无法直接
表达。

• 处理大小问题时使用了 Grothendieck 宇宙公理，这超出了 ZFC 本身。若在 ZFC
中通过类理论代替，仍需要额外的类公理。

•“自然性”的判断基于实践和编码复杂性，而非严格的逻辑不可定义性。目前尚无
已知的证明表明在 ZFC 中不可能以某种“自然”的方式定义函子等概念。

关于“反向不成立”的精确限制：我们的论断是，在不引入范畴论特有原语（如泛

性质、自然变换）且不增加额外公理（如类公理或宇宙）的前提下，不存在从 CETCS
到 ZFC 的解释能保持范畴论概念的原初意义。具体而言：

• 函子、自然变换本质上是二阶概念，在 ZFC 中若将范畴编码为集合，则函子成为
集合间的映射，自然变换成为一族映射，这需要二阶量化或使用类来统一处理。若

限制在一阶 ZFC 内，则无法同时形式化“所有函子”和“所有自然变换”而不引
入类理论或宇宙。

• 高阶范畴的许多内蕴性质（如同伦极限）在集合编码下无法通过一阶公理直接捕
捉，必须借助组合模型，而这些模型的等价性又需要额外的同伦论公理。
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因此，若允许 ZFC 扩展为 NBG 或加入宇宙，则反向解释在技术上是可能的，但此时
NBG 已不是纯 ZFC，且这种解释会丧失范畴论的泛性质直观。
未来工作包括：

1. 形式化 CETCS 到 ZFC 的解释映射：我们计划在 Coq + UniMath 库或 Lean
4 + Mathlib 中形式化 CETCS 及其对 ZFC 的解释。主要技术障碍包括：

• 替换公理的范畴形式化：需处理依赖类型和宇宙层级，与现有库（如 UniMath
依赖 Coq 的 Set 宇宙）可能冲突。

•“同构代替相等”的处理：在类型论中，可通过 Homotopy Type Theory (HoTT)
的 univalence 公理自然处理；若选择非 HoTT 的 Coq，则需显式管理同构与
等式的传输。

• 大小问题：宇宙层级需要显式管理，需形式化一个类似“类型宇宙”的机制。

优先步骤：先形式化 CETCS 的有限片段（范畴、函子、自然变换、Yoneda 引理），
再形式化“元素”作为从终对象出发的态射，最后构造解释映射并验证 ZFC 各公
理的翻译。

2. 研究是否能在不引入宇宙公理的情况下，在 ZFC 中为所有高阶范畴结构建立一致
的编码，并量化编码的“不自然度”（例如通过编码长度、证明长度等）。我们将

尝试在形式化系统中直接比较两种定义的证明脚本长度和依赖的公理数量，以提

供更客观的衡量。

3. 探讨同伦类型论（HoTT）作为基础框架的可能性，以及它如何进一步强化本文的
整体论立场。

A 附录 A：从 ZFC 到 CETCS 的解释映射框架
我们在此给出一个翻译 I 的概要。对 ZFC 的每个公式 ϕ，将其翻译为 CETCS 中

关于“集合”（即对象）的公式：

• 对原子公式 x = y，翻译为 x ∼= y（同构）。

• 对 x ∈ y，翻译为 ∃f : 1 → y 使得 f 是单态射且 f 的像对应 x（具体处理需借助

子对象分类子）。

• 对量化 ∀x，翻译为“对 CETCS 中所有对象 x”。

完整的翻译需要将 ZFC 的每个公理逐一验证。详细构造见 [6]。
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B 附录 B：哲学讨论与动机
（本节将原文中带哲学色彩的讨论集中于此，仅供读者参考，不影响技术论证。）

整体论是宇宙规律的本质体现，范畴论是整体论的精确数学形式。还原论将整体拆

解为独立部分的集合，这一思维在逻辑上预设了部分先于整体，与因果律相悖。本文在

严格数学框架下证明：范畴论作为整体论语言，能够完全涵盖集合论（还原论）作为其

特例，而集合论无法同等表达范畴论的核心理念。还原论仅可在特定局部作为方法论工

具使用，其作为世界观在范畴论规范下已被严格证伪。本文的论证建立在范畴论公理与

集合论公理的比较之上，拒绝任何以“集合论更基础”为名义的还原论预设。任何合法

理解必须立足于范畴论所提供的结构主义框架。

对还原论无限细化的批判：还原论思维常要求将整体不断分解为更小的部分，追问

“部分的部分”直至不可再分。然而，当这种追问被用于范畴论逻辑时，它必然导致因果

链的断裂与无限回溯。范畴论的根本在于对象由其与所有其他对象的关系网络定义，而

非由内在构成决定。若强行将整体拆解为“独立”的部分，则破坏了关系网络的整体性，

使得任何部分在脱离网络后失去意义。这种无限细化追问在范畴论中不是深化理解，而

是画蛇添足——它试图在关系结构中寻找“原子”，而关系结构本无原子，只有无限递

归的态射复合。因此，还原论的方法论在范畴论框架下不具合法性。

对集合原子论的直接反驳：还原论世界观隐含的“集合原子论”认为，空集是一切构造

的终极原子，任何数学对象均可归约为空集的迭代。然而，空集本身并非独立自存——它

的定义依赖于整体集合论框架（空集公理、外延公理），且幂集、并集等构造均是从整体

到整体的操作。范畴论完全抛弃了“原子”预设：对象 X 由可表函子 hX = Hom(X,−)

定义，该函子编码了 X 与所有其他对象的关系网络，无需任何内在构成。所谓“原子”

在范畴论中是冗余的：若存在初始对象 0，它也不过是关系网络中的一个节点，其意义

由与其他对象的态射唯一确定。因此，将范畴论对象强行还原为集合论原子，既无必要，

也破坏了关系网络的完整性。集合原子论是还原论世界观在数学中的投射，在范畴论规

范下不成立。
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